Zabawy z liczbami

Problem 1
Jaka jest najwieksza liczba zapisana trzema cyframi 9?

Rozwigzanie

Jest to liczba 9%, Zeby sobie uzmystowi¢ jak wielka jest to liczba, pokazemy pare obliczen.
Po pierwsze 9° =387420489 jest juz duzg liczba. Jezeli podniesiemy 9 do tej potegi, (czyli 9
pomnozymy 387420489 razy), otrzymamy liczbe ogromna. Policzono, ze liczba ta skfada sie z
369692128 cyfr. Jezeli przyjmiemy, ze jedna zapisana cyfra ma 4 mm szerokosci, do zapisania
takiej liczby cyfr potrzebna jest wstega papieru o dtugosci 1478 km, 768 m i 51 cm.
Gdybysmy w ciggu jednej sekundy zapisywali jedng cyfre i robili to, bez przerwy, przez 10
godzin na dobe zapisanie takiej ilosci cyfr zajetoby nam 28 lat, 42 dni, 2 godziny, 15 minut
i 28 sekund'. Pomimo ogromu tej liczby matematycy ustalili, ze pierwszg jej cyfrg jest 2 a
ostatnig 9. Zresztg o tym ostatnim fakcie bardzo fatwo mozna sie przekonaé. Zauwazmy, ze
potegujac liczbe 9 otrzymujemy liczby z ostatnia cyfrg 9 lub 1 (9' =9,9° =81,9° =729 itd.).
Zauwazmy przy tym, ze dla poteg parzystych otrzymamy 1, dla poteg nieparzystych
otrzymamy 9. Liczymy nastepujgco:

99" _ 9387420489

Poniewaz 387420489 jest liczba nieparzystg, ostatnia potega konczy sie cyfra 9.

Problem 2
a) Jak napisac liczbe 0 wykorzystujac trzy cyfry 5?
b) Jak napisa¢ liczbe 1 wykorzystujac trzy cyfry 5?
c) Jak napisac liczbe 2 wykorzystujac trzy cyfry 5?
d) Jak napisac liczbe 5 wykorzystujac trzy cyfry 5?

Rozwiazanie
Mozna wskazaé wiele rozwigzan, oto niektdre z nich:

a)
(5-5°=0"=0, 5:(5-5)=5-0=0, EZQZO,
5 5
b)
5Y 5
(—j :15:1' 5_:{/121’ 55—5:50=1,
5 5
c)
5+45_10_,
5 5
d)
5 5 1
5+5-5, 5‘g, 55=5=5

! Proponujemy powtorzyé te obliczenia, pamietajac, ze co czwarty rok jest przestepny.



Problem 3
Jak napisac liczbe 31 wykorzystujgc piec¢ cyfr 3?

Rozwiazanie
Podobnie jak w zadaniu poprzednim mozna wskaza¢ kilka rozwigzan:

33+3+§=27+3+1=31
3
33—3+§:30+1=31

33—33L3=33—2=31

Problem 4

Istnieje prosty i szybki sposéb podnoszenia liczb dwucyfrowych zakoriczonych cyfrg 5 do
kwadratu. Aby to zrobi¢ nalezy cyfre dziesigtek pomnozy¢ przez liczbe o jeden wiekszg i do
wyniku dopisac 25. Dlaczego?

Przyktad
357 =3-4..25=1225

Pomnozylismy 3 przez 4 i do wyniku dopisalismy 25.

85% =8-9..25=7225
Pomnozylismy 8 przez 9 i do wyniku dopisali 25.
Rozwiazanie
tatwo pokazac skad sie bierze ta wtasciwos¢. Dowolng dwucyfrowa liczbe zakoniczong cyfrg 5
mozna zapisac tak:

10-a+5

gdzie a oznacza cyfre dziesigtek. Policzmy kwadrat tej liczby:

(10-a+5)°> =(10-a+5)(10-a+5)=100-a> +100-a+25=100-[a-(a+1)]+ 25

Mnozenie przez 100 oznacza dopisanie do wyniku dwdch zer. Teraz jest jasne, dlaczego cyfre
dziesigtek a mnozylismy przez liczbe o jeden wiekszg (a+1) i do wyniku dopisywalismy 25.

Te witasciwo$é mozna wykorzystywac¢ nie tylko dla liczb dwucyfrowych, wtedy jednak
trudniej dokonywacé dziatan w pamieci. Warto o tym wiedzie¢ przy dziataniach pisemnych, bo
uprosci to wyliczenia. Na przyktad:

1052 =10-11..25=11025

Liczbe 10 pomnozyliSmy przez najblizszg wiekszg od niej (11) i do wyniku dopisalismy 25.



125 =12-13...25=15625
Liczbe 12 pomnozylismy, przez 13 (co daje 156) i do wyniku dopisaliémy 25.

Problem 5
Mnozenie przez 9 ma taka ciekawg wtasnos¢, ze suma cyfr wyniku jest liczbg podzielng przez
9. Wynika to z tzw. cechy podzielnosci, przez 9, ktéra méwi, ze:

Liczba dzieli sie, przez 9 jezeli suma jej cyfr dzieli sie przez 9.

Aby uzasadni¢ ceche podzielnosci przez 9 rozpatrzmy liczbe abc, gdzie a, b, ¢ sg cyframi
zapisu dziesietnego tej liczby (litery a, b, c mogg oznaczac cyfry 0, 1,..., 9). Wtedy mamy

abc=a-10°+b-10'+¢c-10°=a-(99+1)+b-(9+1)+c =[99a+9b]+(a+b +¢)

Po rozpisaniu liczby jak powyzej widaé, ze cze$¢ w nawiasie kwadratowym z pewnoscig dzieli
sie przez 9, wobec tego, zeby liczba dzielita sie przez 9 potrzeba, aby suma w nawiasie
zwyktym réwniez dzielita sie przez 9. A to jest cecha podzielnosci, ktdra chcieliSmy uzasadni¢.
Zupetnie podobnie postepujemy z liczbami, ktére majg wiecej niz trzy cyfry. Zauwazmy przy
okazji, ze powyzszy sposéb uzasadnienia mozna zastosowac réwniez dla cechy podzielnosci
przez 3:

Liczba jest podzielna, przez 3 jezeli suma jej cyfr dzieli sie przez 3.

Przyktad 1
9-1=9
9-2=18,1+8=9
9-3=27,2+7=9
9-4=36,3+6=9
9-5=45,4+5=9
9-6=54,5+4=9
9-7=63,6+3=9
9-8=72,7+2=9
9-9=81, 8+1=9
9:156=1404,1+4+0+4=9

9:157=1413,1+4+1+3=9
9-158=1422,1+4+2+2=9

Przyktad 2
3-5=15,1+5=6

3:6=18,1+8=9
3-7=21,2+1=3



Problem 6
Istnieje wiele tablic liczbowych zwigzanych z mnozeniem liczb, ktére posiadajg na tyle
regularng budowe, ze tatwo mozemy je zapamieta¢. Podamy pare przyktadow:

0-9+1=1

1-9+2=11

12-9+3=111

123-9+4=1111
1234-9+5=11111
12345-9+6=111111
123456-9+7=1111111
1234567-9+8=11111111
12345678-9+9=111111111
123456789-9+10=1111111111

Zauwazmy, ze wszystkie wystepujgce tu liczby posiadajg regularna budowe. Mnozymy przez
9 liczbe ztozong z k kolejnych cyfr, do wyniku dodajemy k i w rezultacie otrzymujemy liczbe
ztozong z k jedynek.

9-9+7=88

98-9+6 =888

987-9 +5 =8888

9876 -9 +4 = 88888

98765-9 + 3 = 888888

987654 -9 + 2 = 8888888
9876543-9 +1 = 88888888
987654329 + 0 = 888888888
987654321-9 —1 = 8888888888
98765432109 —2 = 88888888888

W powyzszej tablicy zwréémy uwage na dwie ostatnie linijki. Wydawaé by sie mogto, ze
regularnos¢ budowy tablicy w tych miejscach ulegta zachwianiu. Przy gtebszej analizie
okazuje sie, ze regularnos$é ta jest jeszcze mocniejsza przeciez po O jest 1, nastepnie -2.
Dlatego tez w linijkach tych dodawali$my kolejne liczby z ciggu, w przedostatniej + (-1), w
ostatniej + (-2). Mozna jeszcze w pierwszej linijce tablicy napisa¢: 0-9 +8 =8, nadal tablica
bedzie miata regularng budowe, poniewaz 09=9, 098=98, 0987=987 itd. Uzupetnienie zapisu
o linijke ,,z obcieta cyfrg 9” jest jak najbardziej usprawiedliwione.

1-8+1=9
12-8+2=98
123-8+3 =987
1234-8+4=9876



12345-8+5=98765
123456-8+ 6 =987654
1234567 -8+ 7 =9876543
12345678 -8+ 8 = 98765432
123456789-8+9 =987654321

W ostatniej tablicy z analogicznych powoddéw jak wczesniej mozna dodac pierwszg linie
w postaci: 0-8+0=0.

WezZmy liczbe ztozong ze wszystkich cyfr za wyjgtkiem 8, napisanych po kolei. Ma ona te
wtasnos¢, ze jezeli pomnozymy jg przez 9 albo wielokrotnosci liczby 9 otrzymamy w wyniku
liczbe ztozong z jednakowych cyfr.

12345679-9 =111111111

12345679 -18 = 222222222
12345679 -27 = 333333333
12345679 -36 = 444444444
12345679 - 45 = 555555555
12345679 - 54 = 666666666
12345679 -63 = 777777777
12345679 - 72 = 888888888
12345679 -81 = 999999999

Zauwazmy, ze otrzymany wynik sktada sie z cyfry krotnosci dziewiatki, przez ktérg mnozono
wyjsciowg liczbe. Liczba 12345679 daje rdéwniez tatwy do zapamietania wynik po
pomnozeniu przez 8:

12345679 -8 = 98765432
Problem 7
Napiszmy liczbe dwucyfrowa. Nastepnie napiszmy liczbe ztozong z tych samych cyfr, ale
w odwrotnym porzadku. Rdznica napisanych liczb, wiekszej i mniejszej, jest podzielna przez
9, a nawet jest rowna iloczynowi 9 i réznicy cyfr wiekszej z napisanych liczby. Dlaczego?

Przyktad
72-27=45=5-9=(7-2)-9
92-29=63=7-9=(9-2)-9
63-36=27=3-9=(6-3)-9

Rozwigzanie
Napisang przez nas liczbe dwucyfrowa oznaczmy ab, gdzie a i b sg dowolnymi cyframi

(oczywiscie a # 0). Zgodnie z warunkami zadania mamy:

ab—-ba=(10a+b)—(10b+a)=9a-9% =9-(a-h)



Tajemnica tej ciekawej wiasnosci zostata, wiec wyjasniona. Gdyby a = 0 rozpatrywana liczba
dwucyfrowa redukowataby sie do liczby jednocyfrowej b, mielibysmy b0 —b=9b(od
wiekszej odejmujemy mniejszg) i teraz tez réznica dzieli sie przez 9 dajac iloraz b. Ten sposdb
uzasadnienia witasnosci mozna rozszerzy¢ na liczby majgce wiecej niz dwie cyfry.
Przyktadowo wezmy liczbe 5732, otrzymamy: 5732—-2375=3357, 3+3+5+7=18. Zatem

roznica dzieli sie przez 9.

Zadanie to mozna przedstawi¢ w postaci szarady matematycznej. Niech kto$ wybierze w
pamieci liczbe dwucyfrowa. Po przestawieniu jej cyfr, niech od liczby wiekszej odejmie liczbe
mniejszg i powie nam jedng cyfre z wyniku. Wtedy my, natychmiast podajemy druga cyfre,
ktérag bedzie dopetnienie podanej cyfry do 9 (réznica: 9 — podana cyfra).

Przyktad
Kolega wybrat w pamieci 36. Po przestawieniu cyfr otrzymat 63. Policzyt réznice:

63-36=27
i méwi nam 7. My natychmiast podajemy 2.

Jak pokazano wyzej, réznica dzieli sie przez 9. Skoro tak, to suma jej cyfr dzieli sie przez 9
(cecha podzielnoéci® liczby przez 9). Poniewaz najwiekszg mozliwg réznicg spetniajaca
warunki zadania jest 91-19=72. Suma cyfr nie tylko dzieli sie, przez 9 ale i wynosi 9,
dlatego tak tatwo mozemy podac drugg cyfre rdznicy.

Problem 8

Zadanie podobne do poprzedniego. Wezmy liczbe ztozong z trzech cyfr, ale taka, zeby cyfry
pierwsza i trzecia byly rdézne. Nastepnie przestawmy cyfre pierwszg z trzecig i policzmy
roznice tak otrzymanych liczb. Okazuje sie, ze rdznica tych liczb zawsze dzieli sie przez 9 a
otrzymany iloraz dzieli sie przez 11. Dlaczego tak sie dzieje?

Przyktad
WezZmy liczbe 845, po przestawieniu cyfr otrzymamy 548. Rdznica tych liczb wynosi:
845—-458 =297 . Mamy ponadto 297:9=33=3-11.

Rozwigzanie
Oznaczmy trzy kolejne cyfry liczby przez a, b, c i policzmy réznice:
abc—cha=100a+10b+c—-100c—-10b—a=99a—-99c =99-(a—c)

Ostatnia liczba dzieli sie przez 9 a otrzymany iloraz dzieli sie przez 11:

99-(a—c)

,— =ll(@-o)

? Latwo zauwazy¢, ze dla iloczynu matych liczb i liczby 9 nie tylko suma cyfr iloczynu dzieli sig, przez 9 ale
nawet jesttowna9np. 7-9=63, 6+3=9



Problem 9 (Ciekawe kwadraty)
Bardzo ciekawe jest zestawienie kwadratdw liczb ztozonych z samych jedynek, oto ono:

12 =1
112 =121
1117 =12321

1111° =1234321

111117 =123454321
111111* =12345654321

1111111% =1234567654321
111111117 =123456787654321
111111111% =12345678987654321

tatwo jest uzasadnic¢ ten zapis bez postugiwania sie skomplikowanym potegowaniem duzych
liczb. Dla przyktadu rozwazmy kwadrat liczby 11111. Poniewaz kwadrat oznacza mnozenie
liczby przez siebie, zapiszmy to w postaci pisemnej:

11111
x 11111
11111
11111
11111
11111
+ 11111
123454321

Analizujgc ten zapis widzimy, ze mnozenie ,przez kazdg jedynke” to ,przesuniecie liczby o
jedng pozycje w lewo”. Poniewaz wykonalismy 5 mnozen, powstata kolumna ztozona z 5
liczb odpowiednio przesunietych w lewo. Kazda liczba sktada sie z samych jedynek, dlatego
sumujac kolumne w srodkowej pozycji otrzymamy 5 i idgc od tej pozycji na prawo i na lewo
na nastepnej pozycji suma zostanie o jeden zmniejszona stad wokét 5 beda cyfry 4,
nastepnie 3, itd.

Liczby stojgce po prawej stronie majg ponadto ciekawg wtasnos¢. Suma ich cyfr rowna jest
kwadratowi ilosci cyfr liczby potegowanej ztozonej z jedynek Rzeczywiscie:

I’ =1

27 =1+2+1

3 =1+2+3+2+1

4 =1+2+3+4+3+2+1

5 =14+2+3+4+5+4+3+2+1
6°=1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1

TP =142434+4454+6+7+6+5+4+3+2+1



8 =1+2+3+4+5+6+7+8+7+6+5+4+3+2+1
9 =14+24+3+4+5+6+7+8+9+8+7+6+5+4+3+2+1

To nie koniec zaskakujgcych wtasciwosci potegi liczb ztozonych z jedynek. Dajg sie one
przedstawia w postaci ciekawych utamkow:

2
1=
1
2
121= 22
1+2+1
2
12321 = 333
1+2+3+2+1
2
1234321 = 4444
1+2+3+4+3+2+1
2
123454321 = 55555
1+2+3+4+5+4+3+2+1
2
12345654321 = 666666
1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1
2
1234567654321 = 1777777
1+2+43+4+5+6+7+6+5+4+3+2+1
2
123456787654321 = 88883888
1+2+3+4+5+6+7+8+7+6+5+4+3+2+1
2
12345678987654321 = 999999999

1+24+3+4+54+64+7+8+9+8+74+6+5+4+3+2+1

Ostatnie zestawienie utamkdéw bardzo fatwo uzasadni¢ bez zmudnych i skomplikowanych
rachunkéw. Wezmy na przyktad liczbe 12345654321. Juz wiemy, ze zachodzi rowno$é:

6> =1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1

Po podstawieniu jej w miejsce mianownika w ostatnim zestawieniu utamkéw, otrzymamy:

12345654321 =

666666 _ 666666> _(666666) _ 1
1+24+3+4+5+6+5+4+3+2+1 6°

Problem 10 (O liczbie 37)
Liczba 37 ma szereg ciekawych i niespodziewanych witasnosci. Mnozona przez 3 (lub
krotnosci trzech az do 3-9 =27) daje w wyniku liczby ztozone z takich samych cyfr, ktére
wskazujg na krotnos¢ liczby 3:

37-3-1=111

37-3-2=222

37-3-3=333

37-3-4=444



37-3-5=555
37-3-6=666
37-3-7=T777
37-3-8 =888
37-3-9=999

Pomnozona przez sume swoich cyfr réwna jest sumie sze$ciandow swoich cyfr:
37-3+7)=3+7" =370

Jezeli wezmiemy sume kwadratéw jej cyfr i odejmiemy od tego iloczyn jej cyfr, to otrzymamy
jg sama:
3*+7°-3.7=37

Najciekawszg wtasnoscig jest to, ze dla niektorych jej krotnosci, po cyklicznym przestawieniu
cyfr (pierwsza cyfra na koniec, itd.) uzyskuje sie kolejne jej krotnosci:

259="7-37
592=16-37
925=125-37

Inne krotnosci liczby 37, ktore posiadajg te wtasnosé to: 185, 851, 518 oraz 296, 962, 629.

Podobng wtasnos¢ ma liczba 41, ktérej krotnos¢ 17589 po cyklicznym przestawieniu cyfr
nadal pozostaje jej krotnoscig:
17589 =429-41

75891 =1851-41
58917 =1437-41
89175=2175-41

91758 =2238-41
Problem 11
Nizej wypisane pary kolejnych liczb majg te wiasnosé¢, ze kazda z liczb podniesiona do
kwadratu da wynik zapisany takimi samymi cyframi.

132 =169 1572 = 24649 913% = 833569
14> =196 1582 = 24964 914% = 835396

Nieco bardziej skomplikowane jest podnoszenie do trzeciej potegi. Mozna wskazaé liczby,
ktorych szesciany zapisywane sg takimi samymi cyframi, jednak nie sg to kolejne liczby.

345° = 41063625
384° = 56623104
405° = 66430125

331° = 36264691
406° = 66923416



Kolejne liczby charakteryzujg sie tg osobliwoscig, ze ich kwadraty zapisuje sie tymi samymi
cyframi oraz kwadraty-kwadratéw, (czyli 4 potege) réwniez zapisuje sie tymi samymi cyframi.

32% =1024 32% =1048576

49° = 2401 49* = 5764801

Problem 12
Liczby 1375, 1376, 1377 sg najmniejszymi kolejnymi liczbami naturalnymi, ktore dzielg sie
przez szesciany innych liczb naturalnych:

1375:5° =11

1376:2° =172

1377:3° =51
Problem 13
Weimy 9 rdznych cyfr (bez cyfry 0). Pokazemy teraz liczby zapisane przy pomocy tych
wszystkich cyfr, ktére sg kwadratami innych liczb. A moze czytelnik zechce samodzielnie
odnalez¢ takie liczby i poréwnac z ponizszg tablicg?

11826 =139854276 23439% = 549386721
12363% =152843769 24237* =587432169
12543* =157326849 24276% =589324176
14676 =215384976 24441 = 597362481
15681 = 245893761 24807* = 615387249
15963 = 254817369 250597 = 627953481
180727 =326597184 255727 =653927184
19023 = 361874529 25941 = 672935481
19377° =375468129 26409% = 697435281
19569° = 382945761 26733% = 714653289
19629% =385297641 271297 = 735982641
20316% =412739856 27273% =743816529
22887% =523814769 29034% = 842973156
23019% =529874361 29106% = 847159236
23178 =537219684 30384 = 923187456

Teraz wezmy wszystkie cyfry (od 0 do 9) i zapytajmy o liczby, ktére podniesione do kwadratu
dadzg sie zapisaé wszystkimi cyframi.

320437 =1026753849 45624% = 2081549376
322842 =1042385796 55446% = 3074258916
33144% =1098524736 68763% = 4728350169
35172% =1237069584 839197 = 7042398561
39147% =1532487609 99066> = 9814072356
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Problem 14

Liczba 123456789 w zapisie, ktorej wystepujg po kolei wszystkie cyfry za wyjatkiem 0, ma
kilka interesujgcych wtasnosci. Jezeli pomnozymy jg przez jednocyfrowg liczbg rézng od
wielokrotnosci 3, to wynik réwniez zawierat bedzie wszystkie cyfry za wyjatkiem 0.

123456789 -1 =123456789
123456789 -2 = 246913578
123456789 -4 = 493827156
123456789 -5 = 617283945
123456789 -7 = 864197523
123456789 -8 = 987654312

Zwro¢my zwtaszcza uwage na ostatni iloczyn, ktédry ma bardzo regularng postaé i tylko dwie
ostatnie pozycje te regularnos¢ burza. Ciekawe sg tez suma oraz rdznica tej liczby i liczby
123456789:

123456789 987654321
+ 987654321 - 123456789
1111111110 864197532

Suma ma bardzo regularng budowe a wszystkie liczby w rdznicy skfadajg sie z dziewieciu
réznych cyfr.
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