Matematyka na szachownicy

Legenda gtosi, ze pewien suftan tak bardzo szachy pokochat iz wynalazcy tej gry,
braminowi Sissa Nassir obiecat kazdg nagrode, ktorej zazqgda. Ten jednak nie chciat ani ztota
ani drogich kamieni. Poprosit suttana, zeby dat mu troszeczke pszenicy... Na pierwszym polu
szachownicy jedno ziarenko, na drugim polu dwa ziarenka, na polu trzecim cztery ziarenka,
itd. az do ostatniego pola o numerze 64. Czy suttana stac byto na takg skromngq zaptate®?

Problem 1 (Problem osmiu hetmandw)

Na szachownicy rozstawi¢ 8 hetmandw, w taki sposéb, zeby zaden nie bit innego. W sformu-
towaniu matematycznym mozna to zadanie opisac tak: W kwadracie ztozonym, z 64 pdl (sza-
chownica), zaznaczy¢ 8 pdl, w taki sposob aby Zzadne dwa zaznaczone pola nie lezaty w tej
samej linii, w tej samej kolumnie i na tej samej linii rownolegtej do ktorejs z przekgtnych.

Powyzsze zadanie postawit w 1848 r. mistrz szachowy Max Bezzel. Dwa lata pdzniej rozwia-
zat go matematyk niemiecki Franz Nauck. Problemem zajmowat sie takze Carl Friedrich
Gauss. Zadanie odkryto ponownie w zwigzku z rozwojem informatyki. Wspotczesnie nalezy
do kanonu zadan ¢wiczgcych pisanie algorytmoéw. Przyktadowe rozwigzania pokazuje poniz-
szy rysunek.

Kazde z rozwigzan da sie opisa¢ uktadem 8 liczb, gdzie liczba k oznacza nr linii (liczac oczywi-
Scie jak w szachach), w ktérej stoi hetman. Lewe rozwigzanie z rysunku to uktad (68241753),
prawe uktad (26174835).

Lewe i prawe rozwigzanie s3 w pewien sposob powigzane. Prawe powstaje z lewego przy
obrocie szachownicy o kat prosty (méwigc obrazowo, przy potozeniu szachownicy na lewy
bok). Zauwazmy, ze ktadac szachownice na lewy bok linie stajg sie kolumnami ale w odwrot-
nym porzadku (linia 7 przejdzie w kolumne 2). Kolumny staja sie liniami w zwyktym porzgdku
(kolumna 3 przejdzie na linie 3). Stad wynika, ze majac jedno rozwigzanie np. lewe
(68241753), mozemy wypisaé drugie rozwigzanie (prawe).

Aby ustali¢ jaka liczba bedzie na pierwszym miejscu, szukamy liczby 8 (porzadek odwrotny).
Liczba 8 stoi w 2 kolumnie, czyli na pierwszym miejscu bedzie 2. Aby ustali¢ co bedzie na
drugim miejscu szukamy liczby 7. Liczba 7 stoi w 6 kolumnie, czyli na drugim miejscu bedzie
6. Aby ustali¢ co bedzie na trzecim miejscu szukamy liczby 6. Liczba 6 stoi w pierwszej ko-
lumnie, wiec na trzecim miejscu bedzie 1. Rozumujac tak dalej dochodzimy do ukfadu liczb
(26174835).

! Jezeli kto$ uparty zechce to policzy¢, otrzyma liczbe 18 446 774 073 709 551 615 ziaren, chyba Zadnego sulta-
na nie sta¢ na takg rozrzutnosc.



Poniewaz kwadrat mozna ,potozy¢” na kazdym boku, obracajgc po raz kolejny o kat prosty
i raz jeszcze o kat prosty otrzymamy nastepne rozwigzania powigzane z pierwszym. Repre-
zentacje liczbowa rozwigzania trzeciego mozna znalez¢ przeksztatcajgc rozwigzanie drugie.
Jako trzecie rozwigzanie uzyskujemy uktad (64285713). Czwarte rozwigzanie znajdziemy
przeksztatcajac trzecie, bedzie nim uktad (46152837).

Podkreslmy, ze nie zwracaliSmy uwagi na zmiane barw pdl szachownicy. Uwazny obserwator
zauwazy, ze ktadac szachownice na lewy bok pola czarne przeszty na pola biate i odwrotnie,
co W niczym nie wptywa na szukanie rozwigzan, interesuje nas rozktad hetmandw a nie kolo-
row pol.

Istniejg takie rozktady, ktére przy drugim obrocie przechodzg w wyjsciowe. Innymi stowy
z takiego rozwigzania nie otrzymamy 4 lecz tylko 2. Przyktadem moze byé uktad hetmandw
z rysunkéw ponizej.
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Sytuacje po lewej stronie rysunku opisuje uktad liczb (46827135). Ktadgc szachownice na
lewym boku otrzymamy ukfad (35281746). Ktadgc szachownice na lewym boku raz jeszcze
otrzymamy (46827135), wiec wréciliSmy do rozwigzania pierwszego.

Na rysunku po prawej stronie rozktad ma opis (53172864). Drugim rozwigzaniem pozyska-
nym z tego rozktadu bedzie (64718253). Przy trzecim obrocie wracamy do punktu wyjscia
(53172864).

Mozna zapytac czy sg rozktady hetmanow, ktére przy obrocie nie dajg kolejnych rozwigzan.
Dla szachownicy z 64 polami takich rozktadéw nie ma.

Jezeli wezmiemy dowolne rozwigzanie problemu 8 hetmandw, to oprdcz obrotéw réwniez
symetrie prowadza do kolejnych rozwigzan. Aby sie o tym przekona¢ wystarczy szachownice
z ustawionym rozwigzaniem obejrze¢ w lustrze. Zobaczymy w ten sposob kolejne rozwigza-
nie, ktérego obroty nie ujawniaty. Dla przyktadu weimy rozktad hetmanoéw juz rozwazany
(46827135). Pamietamy, ze prowadzit on przez obrét do rozktadu (35281746). Jezeli jednak
,»odbijemy” go w lustrze, dostaniemy kolejne rozwigzania. Przy odbiciu wzgledem lewego
boku (1 przejdzie na 8 i odwrotnie, linie nie ulegng zmianie), otrzymamy z powyzszych dwa



kolejne rozwigzania (53172864), (64718253). Zauwazmy, ze odbijajgc wzgledem podstawy
(linia 1 na linie 8, kolumny state) dojdziemy do tych samych rozwigzan.

Rozktady hetmandw, z ktérych obrotem lub symetrig uzyskujemy inne rozktady nazywamy
podstawowymi. Dowodzi sie, ze uktadéw podstawowych jest 12, z czego 11 mozemy obracaé
czterokrotnie, odbija¢ 2 krotnie, co razem daje 88 mozliwych rozktadéw. Jeden rozktad moz-
na obraca¢ dwukrotnie i odbija¢ dwukrotnie, co razem daje 4 mozliwosci. Wszystkich rozwia-
zan problemu 8 hetmandéw jest zatem 92. Ponizej pokazujemy wszystkie rozwigzania pod-
stawowe.

(72631485) (46152837) (48157263)
(61528374) (57263148) (51468237)
(58417263) (16837425) (42751863)
(35841726) (57263184) (35281746)

W paru stowach opiszemy jeszcze algorytm pozyskiwania rozwigzan stosowany w informaty-
ce. Stawiamy pierwszego hetmana w lewym dolnym rogu. Drugiego hetmana stawiamy
w najblizszej kolumnie nastepnej linii (kolumna 3, linia 2). Trzeciego hetmana stawiamy
w najblizszej kolumnie nastepnej linii (wzgledem ostatnio ustawionego hetmana) itd. Jezeli
dojdziemy do prawej krawedzi, nastepnego hetmana stawiamy na odpowiednim poziomie
w pierwszej kolumnie. Po znalezieniu ustawien dla 8 hetmandw przesuwamy pierwszego
w prawo i rozpoczynamy od poczatku. Po dojsciu pierwszego hetmana do prawej krawedzi,
przesuwamy go o jedng linie do gdéry i rozpoczynamy ustawianie od pierwszej kolumny. Za-
uwazmy, ze wiele rozwigzan pozyskanych w ten sposdb bedzie sie powtarzaé. Dlatego uktady
powtarzajace sie nalezy eliminowac (ktére?). Znajagcym elementy programowania proponu-
jemy przetozenie tego algorytmu na jezyk komputerowy.

Problem 2 (O ruchu skoczka)

W jaki sposéb obejs¢ skoczkiem wszystkie pola szachownicy, przy czym na kazdym polu by¢
tylko jeden raz i wrdci¢ do punktu wyjscia?

Zadaniem tym zajmowat sie miedzy innymi stynny matematyk szwajcarski Leonard Euler.
W liscie Christiana Goldbach z 26 czerwca 1756 r. podat jeden z przypadkéw rozwigzan.
Przypadek ten dotyczyt takich ruchéw skoczkiem, ktére rozpoczynajg sie w rogu szachownicy
(oczywiscie wystarczy uwzgledni¢ jeden rdg, bo pozostate uzyskamy poprzez obrét). Ponizej
pokazujemy jedno z mozliwych rozwigzan Eulera. Kolejne ruchy numerowane sg kolejnymi
liczbami.




Euler uzyskiwat rozwigzania zakrywajgc pola na ktérych stangt skoczek monetami. Zadanie to
w literaturze nazywa sie problemem szachowym Eulera. Sprébujmy poda¢ metode jego roz-
wigzania.

Podzielmy szachownice na dwa obszary. Srodkowy sktadajacy sie z 16 pdl oraz brzegowy
sktadajacy sie 48 pdl. Wypetnijmy pola obszaru brzegowego literami abcd (jak pokazano na
rysunku ponizej) w taki sposdb, ze litery a znajdujg sie na polach obszaru, ktére zajmie sko-
czek wychodzac z pierwszego pola a (lewy gérny rég). Litery b znajdujg sie na tych polach
obszaru, ktére zajmuje skoczek wychodzacy z pierwszego pola b itd.
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W podobny sposdb wypetnijmy obszar Srodkowy literami a’b’c’d” . Na schemacie po prawej
stronie pokazano dwie mozliwe drogi skoczka po obszarze zewnetrznym (krzywa tamana)
i dwie mozliwe drogi po obszarze wewnetrznym (kwadrat i romb). Zauwazmy, ze drogi te s
zamkniete (skoczek bedzie chodzit w kétko). Zauwazmy ponadto, ze z pewnych pozycji na
drodze w obszarze zewnetrznym skoczek moze przeskoczy¢ na droge do obszaru wewnetrz-
nego i na odwrét. Podobnie mozna przechodzi¢ z jednej drogi obszaru na drugg droge tego
samego obszaru.

Obserwacje te nasuwajg nastepujgcy sposdb rozwigzanie problemu. Rozpoczynamy ruch
skoczka od ktéregos z pdél na zewnetrznych liniach szachownicy (np. lewy gorny rég). Prze-
chodzimy petng droge zewnetrzng (linia tamana). Przeskakujemy do obszaru wewnetrznego.
Przechodzimy petng droge wewnetrzng (romb lub kwadrat). Przeskakujemy ponownie na
obszar zewnetrzny ale juz na inna tamang itd. az obejdziemy 64 pola.

Mozna do problemu podejs¢ inaczej. Podzielmy szachownice na cztery kwadratowe obszary
po 16 pdl. Tak jak poprzednio wypetniamy kazdy obszar literami abcd, ktére pokazujg kolejne
etapy drogi skoczka w ramach danego obszaru.
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Juz wiemy, ze w ramach obszaru 16 pdl skoczek porusza sie po kwadratach lub rombach.
Wida¢ zarazem, ze mozliwe sg przejscia miedzy drogami w ramach ¢wiartki szachownicy, jak



i miedzy réznymi ¢éwiartkami. Wobec czego zamiast zajmowac sie trudniejszym problemem
na 64 polach szachownicy, rozbijamy go na tatwiejszy problem, gdyz tylko na 16 polach
czwartej czesci szachownicy.





