Lamiglowki, zagadki i zadania matematyczne — od lat 10 do 110

I. kamiglowki i zarty.

Kazde z zadan w tym rozdziale da sie rozwigza¢ bez wzordw i twierdzen matema-
tycznych. Nie oznacza to jednak, ze brak jest w tych przyktadach matematyki. Precy-
zyjne logiczne myslenie, ktére lezy u podstaw matematyki jest nieodzowne przy roz-
wigzywaniu tych zadan. Oprdcz logiki przydaje sie takze odrobina sprytu i spostrze-
gawczosci.

Pierwszych 5 zadan sg to przeprawy albo zadania przewozowe pojawity sie po raz
pierwszy w pismach mnicha angielskiego Alkuina (730-804), ktory tworzyt po taci-
nie. Zajmowat sie filozofig, pedagogika, teologig i teorig muzyki. Pisat takze utwory
wierszowane. Napisat bodajze pierwszy w historii zbior famigtéwek logicznych Propo-
sitiones ad acuendos iuvenes, z ktérego to zbioru pochodzg te najbardziej znane opi-
sane w zadaniach 1, 2, 3.

1. Wiesniak wraca z targu, gdzie kupit wilka, koze i kapuste. Po drodze musi prze-
prawic sie przez rzeke. £ddz jest niewielka i oprocz chtopa moze pomiesci¢ tylko jed
ng z zakupionych rzeczy. Nie mozna zostawi¢ kozy i kapusty albo wilka i kozg bez
opieki. W jaki sposdb dokonaé przeprawy przez rzeke?

Rozwigzanie
Istnieje kilka mozliwosci jedng z nich jest nastepujaca.

Wiesniak przewozi koze. Na brzegu pozostaje bezpieczna para wilk i kapusta. Po po-
zostawieniu kozy wraca i zabiera wilka (drugi wariant kapuste). Po przewiezieniu wil-
ka zabiera ponownie koze, pozostawia jg na brzegu i przewodzi do wilka kapuste.
Nastepne wraca po koze i przeprawia sie na drugi brzeg.

2. Trzej zazdro$ni mezowie i ich trzy zony muszg przeprawic sie przez rzeke. Moga
korzysta¢ z tddki, ktéra miesci najwyzej dwie osoby. Zadna z kobiet nie moze prze-
bywa¢ ani na brzegu ani w tédce! w towarzystwie innych mezczyzn bez swojego me-
za. Jak dokonac przeprawy?

Rozwigzanie

Podobnie jak przy poprzedniej zagadce istnieje kilka wariantow. Oznaczmy mezéw
przez A, B, C zony odpowiednio przez a, b, c. Zwré¢my uwage, ze mata literka moze
by¢ w zespole duzych literek tylko ze swoim ,duzym” odpowiednikiem. Rozwigzanie
mozna opisa¢ diagramem w 11 ruchach.

! Czesto mozna spotka¢ wariant tego zadania bez ostatniego zastrzezenia, tzn. ,zadna z kobiet nie
moze przebywa¢ w towarzystwie innych mezczyzn bez swojego meza”. W takiej formie zadanie
z punktu widzenia $cistej logiki jest nierozwigzywalne.
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0) ABCabc | - stan poczatkowy, drugi brzeg pusty

1) ABCc | ab — dwie zony przeprawiajg sie przez rzeke,

2) ABCac | b — jedna z zon wrdcita, po trzecig zone,

3) ABC | abc - trzy zony s3g na drugim brzegu,

4) ABCc | ab —jedna z zon wraca,

5) Cc | ABab - na drugi brzeg przeprawia sie dwdéch mezéw majacych tam zony,
6) ACac | Bb — maz wraz z zong wracaja,

7) ac | ABCb — przeprawia sie dwdch mezéw pozostawiajgc same zony,

8) abc | ABC — wraca zona pozostawiajgc przeprawionych trzech mezdw.

Teraz przeprawa jest tatwiejsza

9) c | ABCab - przeprawiajg sie dwie zony,
10) bc | ABCa — jedna z zon wraca po pozostatg,
11) | ABCabc - przeprawiajg sie dwie zony, koniec przeprawy.

3. Ojciec, matka i dwoje dzieci muszg przeprawic sie przez rzeke. Ojciec i matka wa-
z3 tyle samo, a kazde dziecko wazy tyle, co potowa rodzica. tddka moze unies¢ cie-
zar jednej osoby dorostej. W jaki sposéb dokonac przeprawy?

Rozwiagzanie
Oznaczajac odpowiednio ojca, matke, pierwsze dziecko i drugie przez O, M, a, b
przeprawe mozemy opisa¢ diagramem w 9 ruchach.

0) OMab | - stan poczatkowy, drugi brzeg pusty

1) OM | ab — przeprawiajg sie dzieci,

2) OMa | b —jedno dziecko wraca,

3) Ma | Ob - przeprawia sie ojciec,

4) Mab | O - drugie dziecko wraca,

5) M | abO - przeprawiajg sie dzieci,

6) Ma | bO — jedno dziecko wraca,

7) a | MOb - przeprawia sie matka,

8) ab | MO - drugie dziecko wraca,

9) | abMO - przeprawiajg sie dzieci, koniec przeprawy.

4. Znane zadanie z traktatu Alkuina Propositiones ad acuendos iuvenes, nie bedace
zadaniem o przeprawach.

Chart ujrzat zajgca w odlegtosci 150 stop i natychmiast ruszyt w pogon. Skok zajgca
ma dtugos¢ 7 stop, skok charta, trwajacy tyle samo, ma dtugos¢ 9 stdp. Po ilu sko-
kach chart dogoni zajgca?

Rozwigzanie

Zaktadamy, ze zajac i chart skaczg jednoczesnie. Po kazdym skoku chart jest blizej
zajgca 0 9-7=2 stopy. Skoro réznica odlegtosci miedzy nimi wynosita 150 stép, to
chart dogoni zajgca po 150:2 =75 skokach.
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5. Wezmy kilkanascie kolejnych liczb naturalnych, poczynajac od
1 i zapiszmy je na okregu (podobnie jak pisane sg liczby na tarczy 12 2
zegara). Niech obserwator wybierze w myslach ktéras liczbe z 11

tego okregu. My réwniez wybieramy liczbe i dodajemy do nigj

najwieksza z liczb na okregu. Prosimy teraz obserwatora zeby 10

rozpoczat liczenie pozycji od miejsca, w ktérym stoi wybrana 9

przez nas liczba i od warto$ci pomyslanej przez siebie liczby az do

wartosci znalezionej przez nas sumy w kierunku przeciwnym do 8 ;7 8
ruchu wskazéwek zegara. Okaze sie, ze na pozycji, do ktorej ob-

serwator doliczy bedzie zapisana pomyslana przez niego liczba.

Przykiad

Utworzmy okrag z liczb 1,...,12. Obserwator pomyslat 6. My wybraliSmy 8. Obliczamy
sume 8+12 =20 i prosimy, aby obserwator liczyt od pozycji z numerem 8 i od warto-
$ci pomyslanej przez siebie, do wartosci 20 w kierunku przeciwnym ruchowi wskazé-
wek zegara. Obserwator liczy: 6 (na pozycji 8), 7 (na pozycji 7), 8 (na pozycji 6), 9
(na pozycji 5) itd. az do 20 i tym samym wskaze pozycje, na ktdrej stoi liczba 6 po-
myslana przez niego.

Rozwigzanie

Nie ma tu zadnej magii, tylko znajomosS¢ arytmetyki. Skoro obserwator pomyslat 6 a
my wybraliémy 8, to droga od 8 do 6 wyglada tak: 8, 7, 6 (przechodzi przez trzy po-
zycje 1, 2, 3). Poniewaz liczenie odbywa sie na okregu z dwunastu liczb, kazda pozy-
Cja powtorzy sie, co 12. Dlatego liczby 8 i 20 wskazujg na to samo miejsce. Gdyby
obserwator zaczat liczy¢ na pozycji 8 od 1, to na pozycji 20 odnajdzie 1 a poniewaz
zaczat liczy¢ od pomyslanej przez siebie liczby to na pozycji 20 odnajdzie te wiasnie
liczbe.

6. Gra polega na tym, ze kazdy z graczy méwi jaka$ liczbe od 1 do 10 i dodaje te
liczbe do sumy liczb wypowiedzianych wczesniej przez obu graczy. Wygrywa ten, kto
pierwszy uzyska sume 100. Jak zapewni¢ sobie zwyciestwo?

Przykiad

Gracz A powiada 8.

Gracz Bmowi 4 (suma wynosi 12).
Gracz A wybiera 7 (suma wynosi 19).
Gracz Bmowi 5 (suma wynosi 24),
itd. az do uzyskania sumy 100.

Rozwigzanie
Zeby wygraé nalezy postaraé sie, aby pierwszemu doj$¢ do sumy 89. Jest jasne, ze
skoro przeciwnik moze wybrac liczby od 1 do 10 to po sumie 89 moze uzyskac sumy
od 90 do 99 i wtedy ostatni ruch nalezy do nas.
Jak jednak uzyskac pierwszemu sume 89? To bedzie zapewnione, jezeli pierwsi uzy-
skamy sume 78 (z tych samych powoddw jak poprzednio). Rozumujac tak dalej do-
chodzimy do nastepujgcych sum, ktére powinniSmy pierwsi osiggnac:

89, 78, 67, 56, 45, 34, 23, 12, 1
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Wynika stad, ze aby by¢ w tej grze zwyciezcg nalezy rozpoczac¢ od 1 i pamietaé o
sumach, ktore mamy osiggnac. Jezeli przeciwnik rozpoczyna i nam na to pozwoli,
musimy uzyskac, jako pierwsi ktorgs z sum wypisanych powyzej i dalej konsekwent-
nie dochodzi¢ do sum nastepnych.

Gre mozna rozwing¢. Na przyktad suma liczb, do ktérej mamy dojS¢ nie musi by¢
rowna 100 lub liczby, ktére wybieramy nie muszg by¢ z zakresy od 1 do 10. W kaz-
dym przypadku rozumowanie, ktdre przedstawiliSmy zapewni nam zwyciestwo. Dla
przykfadu, jezeli wybieramy liczby z zakresu od 1 do 9 i ,Scigamy sie” do sumy 120,
to sumy, ktore jako pierwsi powinni$my uzyska¢ wynosza:

110, 100, 90, 80, 70, 60, 50, 40, 30, 20, 10

7. Podczas wypraw krzyzowych, kiedy Turcy i krzyzowcy toczyli ze sobg zazarte boje.
Po jednej z potyczek nad Bosforem znalazto sie na tratwie 15 Turkéw i 15 krzyzow-
cdw. Wspodlna niedola spowodowata, ze zaprzestali walki, lecz rozpetata sie burza
i aby ocali¢ tratwe 15 osdb musiato wskoczyé do wody. Ustalono, Ze rozbitkowie
ustawig sie w rzedzie i do wody wskoczy, co 9 osoba. W jaki sposdb majg sie usta-
wic¢, aby ocaleli sami krzyzowcy?

Rozwiagzanie

Ponumerujmy wszystkich od 1 do 30 i z tego ciggu liczb wykreSimy pietnascie, skre-
$lajac, co dziewigta. Numery, ktdre pozostaty oznaczajg pozycje, jakie powinni zajgé
krzyzowcy.

123456#8910113+2131415461748152021222324 252627282938
Ustawienie, ktdre nas interesuje to:
KKKKTTTTTKKTKKKTKTTKKTTTKTTKKT
gdzie litera ,K” oznacza krzyzowca, litera ,T” oznacza Turka.

8. Mamy 4 pary liter utozonych nastepujgco: _ _a b a b a b a b (na poczatku tego
ciggu sg dwa puste miejsca). Nalezy wykorzystujgc tylko puste miejsca i przektadajac
litery po 2 sgsiadujgce ze sobg, uporzadkowac ten cigg alfabetycznie.

Rozwiagzanie

__abababab
baababa__b
baab__aabb
b__baaaabb
bbbbaaaa_ _
bb__aaaabb
bbaaaa__bb
_ _aaaabbbb

NOOUuhAWNREHEO
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9. Podzielmy kwadrat na cztery mniejsze, réwne kwadraty. Jeden z nich usunmy. Jak
ponownie ztozy¢ duzy kwadrat nie wstawiajgc usunietego kwadratu na dawne miej-
sce?

Rozwiagzanie

Istniejg, jak to sie w matematyce mowi ,trywialne
rozwigzania”, gdzie ktérys z pozostatych kwadratéw
zamienia sie miejscami z kwadratem usunietym,

rozwigzania te nas nie interesujg. Duzo ciekawszym
rozwigzaniem jest zaprezentowane ponizej, gdzie
usuniety kwadrat wstawiamy w $rodek kwadratu
powstatego przez odpowiednie ciecie i utozenie
nieusunietych czesci duzego kwadratu.

\\
N\

10. WeZzmy prostokat o wymiarach 4 na 9 (moze to by¢ cze$¢ kartki z zeszytu
w kratke). Nalezy przecig¢ go na dwie rowne czeSci, w taki sposéb, zeby po innym
ztozeniu tych czesSci otrzymac kwadrat.

Rozwiagzanie

Skoro prostokat ma wymiary 4 na 9, to jego
pole wynosi 4-9=36. Takie samo pole ma
ztozony kwadrat. Wobec tego bok kwadratu
rowny jest 6. Teraz juz fatwo mozna ustali¢
linie ciecia prostokata.
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11. Pomysli jakas liczbe. Pomnoz jg przez 3 (mozesz to zrobi¢ pisemnie). Jezeli wynik
jest liczbg nieparzystg, dodaj do wyniku 1 i sume podziel przez 2. Gdyby wynik mno-
Zenia przez 3 jest parzysty od razu podziel go przez 2. Teraz jeszcze raz pomnoz
otrzymany wynik przez 3 i sprawdz ile dziewigtek miesci sie catkowicie w wyniku tego
mnozenia. Pomndz te liczbe przez 2. Jezeli po pierwszym dzieleniu dodawate$ (do-
dawatas) 1, to do wyniku rowniez dodaj 1. Okazuje sie, ze po tych operacjach otrzy-
mates (otrzymatas) pomyslang liczbe.

Przykiad

Jezeli pomyslang liczbg jest 6. To po pomnozeniu przez 3 otrzymamy 18. Po podzie-
leniu wyniku przez 2 otrzymamy 9. Po ponownym pomnozeniu przez 3 otrzymamy
27. W 27 dziewigtka miesci sie 3 razy, stad 3-2 = 6. Niech pomyslang liczbg bedzie 7.
Po pomnozeniu przez 3 otrzymamy 21. Zwiekszajgc wynik o 1 otrzymamy 22. Potowa
z tego to 11. Po ponownym pomnozeniu przez 3 otrzymamy 33. W liczbie 33 dzie-
wigtka miesci sie 3 razy, dlatego 3-2+1=7.

Rozwiagzanie

Dlaczego w koncowym wyniku otrzymano pomyslang liczbe stanie sie jasne po zapi-
saniu wszystkich operacji w postaci wyrazen algebraicznych. Rozwazymy dwa przy-
padki. Pierwszy, kiedy pomyslana liczba jest parzysta. Mozna jg wobec tego przed-
stawi¢ w postaci 2n . Kolejne operacje na tej liczbie to:
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L. 3-2n,
I 3-2n’

2
II1. 3-n-3,
VI. n+9=n,
V. 2n

Zwré¢my uwage na przedostatnig linijke gdzie symbol + oznacza dzielenie catkowite.
W dzieleniu catkowitym inaczej zwanym dzieleniu z resztg iloraz jest liczbg catkowitg
i 0znacza ile razy dzielnik catkowicie miesci sie w dzielnej np. 6+2 =3bo 2 miesci sie
w 6 trzy razy, 5+3=1 poniewaz 3 miesci sie w 5 tylko jeden raz (zostaje reszta 2,
w ktdrej 3 sie nie miesci). Po przeprowadzeniu wszystkich opisanych operacji, wrdci-
lismy do liczby 2n. Przypadek drugi, pomyslana liczba jest nieparzysta. Przedstawimy
jg, zatem jako 2n+1. Podobnie jak poprzednio w kolejnych liniach zapisujemy kolej-
ne operacje:

L. 3-2n+1),
IL. 3-2n+1)+1=6n+4

m. 45,40

Iv. 3-3n+2)=9n+6
V. 9n+6)+9=n
VI. 2n

VII. 2n+l

12. Pewna znakomita dama miata krzyzyk, zdobiony duzymi
brylantami. Nie wiedziata, ile byto brylantow i zupetnie jej to 1]

nie interesowato. Zwrdcita jej uwage inna wiasciwos¢ krzyzy- 2

ka. Liczac brylanty z dowolnego konca krzyzyka do jego pod- B

stawy zawsze naliczata 9 kamieni. Pewnego dnia krzyzyk trze- |1 ]2 |s[4 |5 ] 2]
ba byto odda¢ do naprawy. Przy tej okazji dama opowiedziata 5

o tej whasciwosci jubilerowi. e

— Prosze zobaczy¢! Z ktéregokolwiek korica ramion licze bry- B

lanty, zawsze przy podstawie otrzymam 9. W ten sposéb za 9

kazdym razem wiem czy ilo$¢ kamieni sie zgadza.

— Tylko w ten sposob sprawdza Pani, czy w krzyzyku zgadza sie liczba brylantéw? —
zapytat jubiler.

— Tak, ale to mi zupetnie wystarcza. Po skonczonej naprawie rowniez tym sposobem
sprawdze czy wszystko jest w porzadku.

Jubiler okazat sie nieuczciwy. Wyjat i zostawit sobie dwa brylanty, przerobit krzyzyk
i zwrdcit damie.

Dama przeliczyta kamienie i uznata, ze wszystko sie zgadza.

W jaki sposdb jubiler przerobit krzyzyk tak, ze dama nie zauwazyta kradziezy?
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Rozwiagzanie

tatwo zauwazy¢, Ze jubiler odcigt po jednym koncu z poprzeczki krzy-

zyka, po czym przesungt jg o jeden rzad wyzej. W ten sposdb

z krzyzyka z poprzedniego rysunku otrzymuje sie krzyz, w ktorym bra- [ 1] 2
kuje dwoch brylantéw. '

Dama przeliczajgc brylant swoim sposobem, to znaczy liczac od kazde-
go z koncdw do podstawy, zawsze otrzymywata 9 kamieni i nie zauwa-
Zyta oszustwa.

Oczywiscie, zeby znalez¢ pomytke lekkomysinej damy i zauwazy¢ nie-
uczciwos$¢ jubilera, nie trzeba mie¢ drogocennych kamieni. Aby to po-
kaza¢ wystarczy wzig¢ 15 kamykow, 15 guzikow itp.

Co ciekawe, zamiast przywlaszczac sobie 2 kamienie, jubiler mdgt réwnie dobrze do-
da¢ do krzyzyka 2 wiasne brylanty. Dama przy swoim sposobie liczenia réwniez by
tego nie zauwazyta. W tym celu wystarczy, zeby jubiler dodat do koncéw poprzeczki
po jednym brylancie a catg poprzeczke opuscit o jeden rzad w dot.

13. Jak z liczby 666 otrzymac liczbe poéttora raza wieksza, nie wykonujgc zadnych
dziatan arytmetycznych?

Rozwiagzanie

Liczba pdttora raza wieksza od 666 to oczywiscie 666x1.5=999i wida¢ od razu, ze
wystarczy 666 obrdci¢ o 180° (jak to sie méwi ,,do gory nogami”), co nie jest przeciez
zadnym dziataniem arytmetycznym.

14. W koszyku mamy 5 jabtek. Jak je podzieli¢ miedzy 5 osdb tak, zeby kazda osoba
otrzymata po jednym jabtku i jedno jabtko pozostato w koszyku?

Rozwiagzanie

Oczywiscie jedna osoba ma otrzymac koszyk z jabtkiem; kazda osoba ma wtedy po
jabtku i jedno jabtko jest w koszyku. Zauwazmy, ze czasami najprostsze odpowiedzi
sg tak oczywiste, ze na poczatku nie bierze sie ich pod uwage.

15. Pewien czlowiek napisat o sobie takie zdanie:

Wszystkich palcow mam dwadziescia pie¢, u jednej reki tyle samo co u drugiej, a u
obu nog dziesied.

Czy to mozliwe?

Rozwiagzanie
Mozliwe, wystarczy tylko w podanym zdaniu poprawic interpunkcje:

Wszystkich palcdw mam dwadziescia, pie€ u jednej reki (tyle samo co u drugiej), a u
obu nog dziesieC.

16. Dwdch utandw ciggle zaktadato sie, ktory jest lepszym jezdzcem. Pewnego dnia
jeden zaproponowat drugiemu. — Zréobmy zawody jezdzieckie ale tym razem wygra
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ten, ktdrego kon przybedzie drugi na mete. Caty putk przybyt na tor, aby obserwo-
wac tak niezwykta rywalizacje. Sedzia dat sygnat do startu, zawodnicy w Slimaczym
tempie rozpoczeli bieg. Mineto kilka godzin, wszyscy byli bardzo znuzeni a zawodnicy
nie przebyli nawet czwartej czesci dystansu. Wtem stary utan wykrzyknat: — Dosy¢
tego! Podbiegt do zawodnikdw i szepnat im co$ na ucho. Ci po chwili pedzili juz jak
szaleni. Po paru minutach dopadli do mety i zgodnie z zaktadem wygrat ten, ktérego
kon przybyt jako drugi. Co szepnat im stary utan?

Rozwigzanie
Stary utan kazat im sie zamieni¢ korfmi.

17. Jak podzieli¢ 5 ciastek pomiedzy 6 osdb, nie dzielac zadnego z nich na 6 czesci?

Rozwigzanie
Trzy ciastka dzielimy na potowy, kazda z osob dostaje po 1 ciastka. Dwa pozostate

ciastka dzielimy na trzy czesci, mamy 6 czesci, ktoére rozdzielamy miedzy 6 osob.
Mozna to opisa¢ sumg utamkow:
342=3.2.042.3. 6.1 6L
2 3 2

Kazda z osdb otrzymata:

18. Krawiec ma bele materiatu o dtugosci 16 m. Kazdego dnia odcina od tej beli 2 m
materiatu i szyje z niego bluzy. Po ilu dniach krawiec odetnie ostatni kawatek?

Rozwigzanie

Zwykle poda odpowiedz po 8 dniach i jest to btedna odpowiedZz na zadane pytanie.
Rzeczywiscie w beli bedzie osiem dwumetrowych kawatkéw ale ostatnie 2 m krawiec
odkroi 7 dnia, bo pozostate na 8 dzien dwa metry nie bedg wymagaty odkrojenia.

19. Nalezy napisa¢ liczbe 100 szeScioma jednakowymi cyframi.

Rozwigzanie
Istnieje wiele sposobdw, zeby to osiggnac np. 99%.

Jezeli dopuscimy dziatania arytmetyczne mozemy napisa¢ 55+55-5-5.

20. Nalezy napisac liczbe 9 przy pomocy dziesieciu réznych cyfr (a wiec wszystkich
cyfr).

Rozwigzanie
Pokazujemy dwa mozliwe rozwigzania:

97524 95823 95742
10836° 10647 10638

10
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Jezeli dopuscimy sytuacje, w ktorej liczba 12 utozsamiana jest z 012 mozliwe sg ko-
lejne rozwigzania, np.:

75249 58239 57429

08361 06471 06381

21. Nalezy napisac liczbe 100 przy pomocy 9 réznych cyfr.

Rozwiagzanie
Pokazujemy kilka mozliwych rozwigzan:

915742,917524,941578,962148,961428
638 836 263 537 357

Jezeli dopuscimy dziatania arytmetyczne, mozemy podac np. takie rozwigzania:

907+373 .0, 1 100, 75424+ 2432100, 951 +438 —100
8 4 2 18 6 276

lub zapisy pisemne dodawania, ktdre zawierajg 9 réznych cyfr:

46 56

37 8

+15 4
------- + 3
% 0

+ 2 71
-------- + 29
100 0 -
100

22. Jak zapisac liczbe:

a) 0 wykorzystujac trzy cyfry 5?
b) 1 wykorzystujac trzy cyfry 5?
c) 2 wykorzystujac trzy cyfry 5?
d) 5 wykorzystujac trzy cyfry 5?

Rozwiagzanie
Mozna wskazac wiele rozwigzan, oto niektoére z nich:

a)  (5-5°=0°=0, 5-(5-5)=5-0=0, 5_;5:%:0,
5

b) @j =1’ =1, 5225\/]:1, 572 =5"=1,

c) E:mzzl

5 5

11
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5

d) 5+5-5, 5%, 55=5"=5

23. Czy mozna w 10 boksach umiesci¢ 11 koni, tak zeby kazdy kon znajdowat sie
w jednym boksie? Wydaje sie to niemozliwe. Tymczasem istnieje sposdb liczenia,
ktory to gwarantuje. Mozemy postgpi¢ nastepujgco. W boksie pierwszym umieszcza-
my konia pierwszego i na chwile konia jedenastego. W takim razie w pierwszym bok-
sie mamy dwa konie. Nastepnie w boksie drugim umieszczamy konia trzeciego,
w boksie trzecim konia czwartego itd., w boksie 6smym konia dziewigtego a w boksie
dziewigtym konia dziesigtego. Boks dziesigty pozostaje wolny wiec przenosimy do
niego jedenastego konia i zadanie mamy rozwigzane.

Rozwiagzanie

Uleglismy tutaj magii stdw. Podczas tej wyliczanki nie rozmieszczono 11 koni tylko
10. Jak uwaznie jeszcze raz przesledzimy sposob ustawiania koni w boksach to okaze
sie, ze gdzie$ nam sie zapodziat kon nr 2 i w tym kryje sie caty sekret. ,W takim razie
w pierwszym boksie mamy dwa konie. Nastepnie w boksie drugim umieszczamy ko-
nia trzeciego (...)". Dwa konie to znaczy kon nr 1 i kon nr 11, a co z koniem nr 2?
Zanim umiesci sie konia trzeciego, nalezy zatroszczy¢ sie o konia drugiego.

Znanych jest wiele zadanie, w ktérych ,gre stow” wykorzystuje sie do omotania roz-
wigzujgcego. Czasami tak mozna sie w nich zagubi¢, ze gotowi jesteSmy uwierzyé
W rzeczy absurdalne np. znikajgce kwoty, oto przykfad.

Trzej chiopcy ztozyli sie po ztotdwce (razem 3 zt) i poprosili czwartego kolege o kup-
no soku. Sok kosztowat 2,5 zt. Kupujacy kolega pomyslat tak: poniewaz zostaje 50
gr. reszty a to nie dzieli sie na trzy, dam im sok i zwroce kazdemu z nich po 10 gr. a
20 gr. zatrzymam sobie. W takim razie chtopcy ztozyli sie po 90 gr. (otrzymali 10 gr.
reszty), razem wydali wiec 2 zt 70 gr., kupujacy zatrzymat 20 gr., co razem daje 2 z
90 gr. Co wiec stato sie z 10 gr. brakujgcymi do 3 zt?

Rozwigzanie

Jest to klasyczne wprowadzenie w btgd wynikajgce z pomieszania dziatan. Rzeczywi-
Scie chiopcy ztozyli sie po 90 gr. co daje 2 zt 70 gr. Otrzymali sok za 2 zt 50 gr. a ku-
pujacy zatrzymat 20 gr., co rowniez razem daje 2 zt 70 gr. Wiec wszystko sie zgadza.

W podobnym tonie utrzymany jest nastepujacy zart, ktéry pozwala na ,darmowe”
wypicie butelki coca-coli.

Pewien jegomos$¢ wszedt do sklepu i poprosit ekspedientke o pepsi-cole, kiedy ta
spetnita jego zyczenie ten wzigt butelke, obejrzat i zwrdcit ekspedientce méwiac

— Wolatbym jednak butelke coca-coli.

Ekspedientka przyjeta butelke i powiada:

— Prosze bardzo, wszystko mi jedno, oba napoje kosztujg tyle samo.

Nastepnie otworzyta i podata klientowi butelke coca-coli. Ten wypit i bez zaptacenia
szykowat sie do wyjscia.

— Chwileczke — moéwi ekspedientka — a naleznos¢?

12
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— Za co? — Obruszyt sie klient — Przeciez za butelke coca-coli oddatem pani butelke
pepsi-coli w tej samej cenie.

— No to prosze zaptaci¢ za pepsi-cole — odpowiada ekspedientka. A klient na to:

— Jakze mam pfaci¢ za co$ czego nie wypitem?

24. Narysujmy na kawatku kartonu 13 jednakowych réwnooddalonych odcinkéw
o dtugosci 1 cm kazdy. Przetnijmy karton na ukos w taki sposdb, zeby linia ciecia
przechodzita przez poczatek pierwszego odcinka i koniec odcinka ostatniego. Poniz-
szy rysunek pokazuje linie ciecia.

WTH'H‘HH-HHJ lTTT L .

Po przecieciu kartonu przesunmy jego

gbrng czes¢ tak, aby odcinek ostatni zajgt miejsce odcinka przedostatniego. Okazuje
sie, ze po przesunieciu na kartonie pozostato 12 odcinkdw. Pokazuje to kolejny rysu-
nek.

(=
=
o

Rozwigzanie
Oczywiscie to, ze jeden odcinek ,rozptynat” _

e
sie bez Sladu jest ztudzeniem. Co prawda wi- 1L
dzimy 12 odcinkéw (a nie 13) ale za to kazdy T 11
z nich ma nieco wiekszg dtugos¢ niz przed . e
A

przesunieciem przecietego kartonu. Kolejny B
rysunek wyjasnia wszystko.

Linia ciecia AC oraz linia podstawy odcinkdow 4B tworzg kat. Zgodnie z twierdze-
niem Talesa odpowiednie odcinki w tym kacie sg proporcjonalne. 12 odcinek (liczac
od lewej) linia ciecia AC przetnie na kawatki % [ % 11 odcinek zostanie przeciety

na kawatki % i % 10 odcinek zostanie przeciety na kawatki % [ % itd. Odcinki 1

oraz 13 nie zostang przeciete. Jezeli teraz przesuniemy gdérng czes¢ kartonu w lewo

odcinek 13 pokryje sie z dolng czescig odcinka 12, co w sumie da

odcinek dtugosci é+%:g. Podobnie gorna czeS¢ odcinka 12

pokryje sie z dolng czescig odcinka 11, dajgc odcinek dtugosci

%4‘% =£ itd. kacznie zatem otrzymamy 12 odcinkéw o dtugo-

Sci % co daje 13 cm. Takg sama faczng dtugos¢ miato 13 odcin-

kdw po 1 cm. Nic wiec nam nie zgineto.

Wykorzystujgc powyzszy pomyst mozna zrobi¢ ,czarodziejskie ko-
to”, ktore w sposob bardzo efektowny prezentuje znikanie odcin-
kéw. Nalezy odcinki jednakowej dtugosci narysowac odpowiednio
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na okregu. Nastepnie wycigé okrag i tak potgczy¢ elementy (np. na tekturce) aby
wyciete koto mozna bylo obraca¢ wzgledem Srodka. Przekrecenie $srodkowego kota
tak, zeby sasiednie kreseczki sie natozyty powoduje efektowne znikniecie jednej kre-
ski. Wiemy juz, ze nie sg to czary, tylko pozostate kreseczki wydtuzajg sie o 1/12
kosztem tej, ktdra niby znikneta.

25. Jak dwoma prostymi cieciami podzieli¢ podkowe na 6 czesci?

Rozwigzanie

Narysujmy wycinek (tuk) okregu, ktéry bedzie symbolizowat podkowe nie majaca
»szerokosci”. Widac¢ na podstawie ponizszego rysunku, ze dwoma cieciami mozna go
podzieli¢ najwiecej na 5 czesci.

6

Jezeli zmienia sie potozenie linii ciecia, to ilos¢ czesci moze co najwyzej sie zmniej-
szy¢. dodajmy teraz ,szerokoS¢” do schematu podkowy. Wycinek okregu stanie sie
wycinkiem pierScienia i nasz schemat zblizy sie do wygladu prawdziwej podkowy.
Teraz wida¢, ze dzieki temu zabiegowi mozna tak poprowadzi¢ linie ciecia, ze przybe-
dzie kolejny (chociaz niewielki) obszar. Ciekawe eksperymenty mozna przeprowadzi¢
tngc wycinek kota i pierscienia dodatkowg, trzecia linig.

26. W ogrodzie, jak na rysunku obok, rosnie 7 réz. W jaki spo- % -
séb podzieli¢ ogréd trzema liniami prostymi tak, aby w kazdej “ﬁ; . X
z otrzymanych czesci rosta tylko jedna réza? < &

Rozwigzanie

27. Mamy dwie szachownice. Jedng sktadaja-
cg sie z 36 pdl. Drugg sktadajgca sie z 64 pal
(rysunek obok). W jaki sposdb, kazdg z sza-
chownic rozcig¢ na 2 czesci, tak, aby po zto-
zeniu wszystkich 4 czesci otrzymac jedng sza-
chownice ze 100 pol?

14
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Rozwiagzanie

28. W jaki sposob rozcig¢ jednym cieciem nozyc grecki krzyz (o prostych ramionach
jednakowej dtugosci, innymi stowy utozony z 5 jednakowych kwadratéw), tak, aby po
ztozeniu otrzymac kwadrat? ile wynosi dtugos¢ boku otrzymanego kwadratu, jezeli
dtugos¢ boku kazdego z 5 kwadratéw wchodzacych w sktad greckiego krzyza wynosi
4 cm?

Rozwiagzanie

Zadanie jest ,podchwytliwe”. Wyjsciowy krzyz przed cieciem nalezy ztozy¢ tak, jak
pokazuje przerywana linia rysunku ponizej. Sktadamy najpierw wzdtuz linii AB (1),
nastepnie wzdtuz linii CD (2).

By

A

Po ztozeniu otrzymamy figure widoczng na kolejnym rysunku, ktdrg przecinamy no-
zycami wzdtuz linii £G. W ten sposdb otrzymamy 4 czesci, z ktorych sktadamy kwa-
drat jak na rysunku ponizej. Zadanie pochodzi z konca XIX w. kiedy jeszcze figura
utworzona przez linie ciecia nie niosta za sobg ztych skojarzen.

Jezeli kazdy z kwadratéw wchodzacych w sktad greckiego krzyza miat bok 4 cm, to
pole catego krzyza wynosito 5-4*> =80. Pole kwadratu powstatego po ztozeni pocie-
tych czeéci oczywiscie nie zmienito sie , wiec jego bok wynosi /80 = 4+/5 . Powtdrzmy
te wyliczenia dla dowolnego boku kwadratéw wchodzacych w skiad krzyza. Jezeli bok
ten wynosi a, to pole krzyza rowne jest 5a>. Stad bok otrzymanego po ztozeniu cze-

éci kwadratu wynosi v54% = a+/5 .

29. Interesujacg i pouczajgcg zabawa jest budowanie anagramoéw. Anagramy to ta-
kie stowa, ktdre powstaty z innych stéw po przestawieniu w nich gtosek lub liter. Dla
przyktadu stowo kat przeczytane od konca (albo po zamianie ,k” na ,t") stworzy
anagram tak. Wida¢ natychmiast, ze jezeli stowo X jest anagramem stowa Y to
i odwrotnie, anagramem stowa Y jest stowo X. Z jednego stowa mozna utworzyc
wiele réznych anagramow, ze stowa bryka mozemy utworzy¢ kraby, rybak, rybka.
W anagramach mozna tez stowa rozdziela¢ na przyktad tona, nota, na to. Im stowo
krotsze tym tatwiej znalez¢ do niego anagram. Dla stowa on widoczny jest natych-
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miast anagram no (brzydko to brzmi ale stowo takie istnieje). Znalezienie anagramu
dla stowa dtugiego np. kalendarzowy nie jest juz takie proste, jest nim stowo zde-
klarowany. Ile moze istnie¢ maksymalnie anagraméw dla stowa ztozonego z 5 liter?
Aile ze stowa n literowego?

Rozwiagzanie

Po pierwsze zauwazmy, ze nie mozemy okresli¢ doktadnie iloSci anagramoéw bez zna-
jomosci stowa. Nie kazde przestawienie liter daje anagram. Dlatego tez zapytaliSmy
Jle moze istnie¢”. Po drugie zwroémy uwage, ze istniejg stowa, w ktorych litery po-
wtarzajg sie. Nalezy rozpatrze¢ dwa przypadki, pierwszy dotyczy stéw, w ktérych lite-
ry sie nie powtarzajg i drugi dotyczy stow gdzie niektdre litery mogg wystgpi¢ wielo-
krotnie.

Anagramdéw moze istnie¢ tyle, na ile sposobdw da sie napisac 5 liter. Pierwszg litere
mozemy napisa¢ na kazdej z 5 dostepnych pozycji (stowo jest piecioliterowe). Drugg
litere mozna napisac tylko na 4 pozycjach, trzecig na 3, czwartg na 2, ostatnig na
pozostatej jednej pozycji. Razem daje to 5-4-3-2-1=120 mozliwosci. Oczywiscie tyl-
ko dla niektérych, krotkich 2-3 literowych stdow kazdg pozycje mozna wykorzystac
i kazde przestawienie liter daje anagram. Dla stdw diuzszych liczba rzeczywistych
anagraméw jest znacznie mniejsza. Uzyskany tu iloczyn kolejnych liczb nazywa sie
w matematyce silnig i oznacza symbolem ,!”, zatem 5!=120 a przestawiania tych
samych elementdéw to sg ich kombinacje. Jezeli stowo sktada sie z » niepowtarzajg-
cych sie liter, to teoretycznie moze istnie¢ do niego »! anagramow. Jezeli litery sie
powtarzajg, to otrzymany wynik nalezy podzieli¢ przez liczbe kombinacji tych liter,
ktore sie powtarzajg. Ze stowa oko nie mozna utworzy¢ 3!=6 rdéznych kombinagji
liter (nie méwimy o anagramach, bo zadna z innych kombinacji nie funkcjonuje ja
stowo w jezyku polskim) a tylko 3!:2!=6:2=3: koo, oko, ook. Ponizej przedsta-
wiamy kilkadziesigt anagraméw réznych stow i zachecamy czytelnika do powiekszenia
tej liczby.

mlaska skamla
mniszka szminka

powiat powita
puryta uparty

adapter petarda
bary ryba

carski skarci
dotrwa twardo
dziad dzida

garb grab

Iran rani

karat karta katar krata tarka
katorga rogatka
kolejarz rozkleja
koloratka lokatorka
komisarz zamorski
krowi wkroi

kula luka

ledwo odlew

napiwek pewniak
naszywka wskazany
Niemcy ciemny
NUWOIYSZ SZNUrowy
odpruwa pudrowa
oprawka parkowa
optyka potyka
oskrzela skleroza
ozhaczy zaoczny
paskowy pyskowa
pazerny perzyna
podwozi powodzi
port trop

ranny rynna
rozpustny upstrzony
rzesza szarze

senat setna

stwarza wzrasta
wigor wrogi

whnioskowa woskowina

wymaz zmywa
zalew zlewa
Zawija zjawia
zbrodnia zdrobnia
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30. Tablice ztozong z »n* wypetnionych liczbami klatek (to znaczy tablice o wymia-
rach nxn) bedziemy nazywali kwadratem magicznym jezeli suma liczb stojacych
w kazdym rzedzie, bedzie réwna sumie liczb stojgcych w kazdej kolumnie i bedzie
rowna sumie liczb stojgcych na kazdej przekatnej. Ta suma nazywa sie sumg ma-
giczna. Liczbe n nazywa sie rzedem kwadratu. Jezeli znamy jakis kwadrat magiczny
rzedu n, to znamy ich nieskonczenie wiele. Wystarczy do kazdej liczby w naszym
kwadracie dodac te samg wielko$¢. Najprostsze sg kwadraty rzedu 3.

a) Przepis na kwadrat rzedu 3. Niech suma magiczna
wynosi 3a. W Srodkowej komorce kwadratu wstawmy liczbe
a. Jezeli w prawym gdérnym rogu wstawimy a+b, to w le-
wym dolnym nalezy wstawi¢ a—5b. Analogicznie, jezeli w le-
wym gornym wstawimy a+c, to w prawym dolnym nalezy a
wstawi¢ a—c. Pozostate cztery klatki kwadratu wypetnijmy
tak, zeby zachowa¢ sume magiczng 3a . Otrzymamy wszyst-
kie klatki z wyrazeniami algebraicznymi trzech parametréw | @ — b L=
a, b, c. Podstawiajgc za te parametry liczby, dla ktérych
wszystkie wyrazenia w kratkach bedg rdzne, otrzymamy
kwadraty magiczne. Podstawiajagc a=1, b=2, c¢=3 otrzy-
mamy kwadrat (I) o sumie magicznej 3. Podstawiajgc a=5, |a+¢c |a-b-cla+b
b=1, ¢=3 otrzymamy kwadrat (II) o sumie magicznej 15.
Ma on te wiasnosé, ze jego wyrazy sg kolejnymi wyrazami
ciggu arytmetycznego o pierwszym wyrazie 1. tatwo poka-
za¢, ze kwadrat rzedu =, ktérego wyrazy sg kolejnymi wyra-
zami ciggu arytmetycznego o pierwszym wyrazie 1, masume€ | 4 —pla+bic|a—c
magiczna:

a+c a-+b

at+b—c a a—b+e

_ n’(n® +1) _ n(n® +1)

S
2-n 2
4 | —4 3 8 1 6 11 4 9
(D (1) (111)
0 1 2 3 5 7 6 8 | 10
—1 6 | —2 4 9 2 7 12 | 5

Kwadrat (III) Powstat z kwadratu (II) przez dodanie w kazdej komérce liczby 3. Jego
wyrazy sg wyrazami Ciggu arytmetycznego rozpoczynajgcego sie od 4. Suma magicz-
ne tego kwadratu wynosi 24 i jest 0 3-3=9 wieksza od sumy kwadratu wyjsciowego.
Zauwazmy, ze majac jakikolwiek kwadrat magiczny rzedu 3 obracajgc go wzgledem
kazdego boku (4 obroty razem z obrotem o kat 360°, ktdry jest tozsamosciowy), od-
bijajac wzgledem przekatnych (2 odbicia) i wzgledem $rodkowego wiersza i $rodko-
wej kolumny (2 odbicia). Otrzymujemy facznie 8 kwadratdw powstatych z tych sa-
mych liczb. Zatem majac jeden kwadrat rzedu 3 mamy wszystkie (8) kwadratow rze-
du 3, ktdre powstajg poprzez symetrie i obroty kwadratu wyjSciowego.
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b) Przepis na kwadrat rzedu 4. Wypetniamy cztery srodkowe komorki kwadratu
réznymi liczbami a, b, ¢, d. Dwie niewypetnione komorki przekatnych wypetniamy
sumami i réznicami wyrazen tak, aby suma magiczna byta réwna a+b+c+d .

b-d |d-b—c| d+2 | a+b | Suma magiczna tak powstatego kwadratu wynosi
a+b+c+d . Podstawiajgc za a, b, ¢, d konkretne
o . ) wartosci liczbowe, nalezy zwracaé uwage aby otrzy-
e e o mywane wartoéci poszczegdlnych komérek nie po-
wtarzaty sie.
2a c d b—a L.
Przyktadowo przyjmijmy a=2, b=3, ¢c=7, d=12
otrzymamy kwadrat (IV), ktérego suma magiczna
d—b | 2b+c |a-c—d| c+d | WYNOSi 24.
-9 2 26 5
20 2 3 -1
(IV) 4 7 12 1
9 13 -17 19

Najstynniejszy kwadrat magiczny rzedu 4 mozemy znalez¢ na miedziorycie Albrech-
ta Diirera — Melancholia I z 1514 r. Jest zbudowany z 16 kolejnych liczb natural-
nych. Jego suma magiczna wynosi 34. Jest to takze suma czterech naroznikéw. Su-
ma pol w kazdej ¢wiartce i suma czterech pdl Srodkowych.

16 3 2 13
5 10 | 11 8
9 6 7 12
a 15 | 14 1
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Albrecht Direr — Melancholia I, Galeria Albertina w Wiedniu.
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31. Nie korzystajac z kwadratu (II) z poprzedniego zadania, znalez¢ wszystkie kwa-
draty magiczne rzedy 3 zbudowane z liczb od 1 do 9.

Rozwigzanie

Suma magiczna w tych kwadratach réwna jest %(1+2+--~+9)=15.

—

Zatem w kolumnie badZz wierszu mogg stac trzy takie liczby, ktérych
suma wynosi 15. Wezmy 1, zeby powyzszy warunek byt zachowany
w rzedzie badz kolumnie z liczbg 1 sta¢ moze 5i 9 lub 6 i 8. Stad ma-
my wiersz i kolumne zawierajgce liczby 1, 5, 9, 6, 8. Pozostate liczby
tzn. 2, 3, 4, 7 powinny zajg¢ miejsca gwiazdek. Pierwsza gdra gwiazd-
ka nie moze by¢ zastgpiona liczbg 2 gdyz pierwsza dolna musiataby 1

byc¢ liczbg 8 (jedna dsemka juz jest). Pierwsza gérna gwiazdka nie mo- |6

ze byc liczbg 3, gdyz pierwsza dolna musiataby by¢ liczbg 7 i druga g 3 4
dolna musiataby by¢ liczbg 0, czego nie dopuszczamy. Pierwsza gdérna

gwiazdka nie moze by¢ liczbg 4, poniewaz pierwsza dolna musiataby byc¢ liczbg 6
(ktéra juz wykorzystano). Jedyna poprawna wartoS¢ pierwszej gornej gwiazdki to 7,
co determinuje kwadrat pokazany obok. Obracajgc ten kwadrat wzgledem bokow
otrzymamy:

o N
*

8 6 1 4 3 8 6 2 4
3 75 2 7 6 573
4 2 9 9 51 1 6 8

Odbijajac wzgledem s$rodkowego wiersza i srodkowej kolumny oraz wzgledem prze-
katnych:

8 3 4 9 5 1 1 6 8 4 2 9
6 7 2 2 7 6 57 3 3 7 5
1 59 4 3 8 9 2 4 8 6 1

Razem uzyskaliSmy 8 kwadratéw magicznych rzedu 3, wypetnionych liczbami 1,2,...9.

32. Istnieje wiele zadan zwigzanych z wyliczaniem. Najstarsze i najbardziej znane
jest autorstwa, Jézefa Flawiusza historyka zydowskiego i uczestnika powstania Zydéw
przeciw Rzymowi z lat 66—70 naszej ery, zakonczonego zburzeniem Jerozolimy przez
Tytusa. Zadania, chociaz liczy sobie prawie 2000 lat jest przyktadem waznej klasy
algorytmdw, ktore majg ustali¢ jaki element pozostanie, jezeli na okregu umiescimy
n elementow i bedziemy eliminowali co % -ty element.

Po upadku powstania grupa 41 bojownikéw zydowskich wsrdd ktorych byt Jézef Fla-
wiusz wraz ze swoim przyjacielem, schronita sie w jednej z jaskin. Powstancy nie
chcac poddac sie Rzymianom postanowili popetni¢ samobojstwo, co stato w sprzecz-
nosci z zasadami religii zydowskiej. Jozef Flawiusz zaproponowat nastepujace rozwig-
zanie. Powstancy stang na planie okregu i od jednego z ich rozpocznie sie wyliczanie
do trzech. Na kogo popadnie, tez zostanie zabity przez towarzyszy i nie popetni grze-
chu $miertelnego odbierajac sobie zycia. Na jakich pozycjach staneli Flawiusz i jego
przyjaciel, ze pozostali jako ostatni i nie zabili sie nawzajem.
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Rozwiagzanie

Ustawmy 41 kolejnych liczb na planie okregu (okrgg zewnetrzny, czarny). Jezeli idgc
zgodnie z ruchem wskazdwek zegara i rozpoczynajgc odliczanie od 1, bedziemy eli-
minowali co trzecig liczbe to numery w okregu wewnetrznym (czerwonym) pokazg
nam kolejnos¢ tych eliminacji. Pierwsza eliminowang liczbg bedzie 3, drugg 6, trzecig
9 itd. przedostatnig liczbg bedzie liczba z pozycji czterdziestej czyli 16, ostatnig liczba
z pozycji czterdziestej pierwszej czyli 31. W zadaniu Flawiusz gdyby wyliczanie rozpo-
czeto sie od 1 to zajmujgc na okregu 16 i 31 miejsce Flawiusz i jego przyjaciel ocale-
liby.

A2 3 4
80 431436 1,8 &
R,20% )7 13845 &

Ry ™ 224) &
5. . 30,9
© 22 3 ~
e [
12 16
539 34>
28 4%
&1 250
& 21 175
%10 40 &
%w mg
‘%209 6
18
X 27 5 5 28 o
e 8 137 o

S ve ¢z ¢

33. Odgadywanie liczb. Niech nasz kolega wezmie do kazdej reki nieznang nam, ale
rowng liczbe dowolnych przedmiotéw (zapatek, monet itp.). Poprosmy kolege aby
przetozyt z reki prawej do lewej a przedmiotdw. Niech teraz kolega odiozy na bok
tyle przedmiotdw z reki lewej ile ich zostato w dioni prawej. Oczywiscie za kazdym
razem odwracamy sie i nie widzimy przedmiotow, ktére ma kolega. Mozemy teraz
powiedzie¢, ze w lewej dtoni kolega ma 2a przedmiotdéw. Skad to wiemy?

Przykiad

Niech kolega wezmie po 15 zapatek. PoprosSmy go o przetozenie z reki prawej do le-
wej 7 zapatek. Po tej operacji w rece lewej bedg 22 zapatki w rece prawej bedzie 8
zapatek. Teraz kolega z reki lewej odktada 8 zapatek, wiec pozostaje mu 2-7=14
zapatek.

Rozwiagzanie
Aby wszystko stato sie jasne przesledzmy przektadanie przedmiotéw w zapisie alge-
braicznym.

reka lewa reka prawa
n n
n+a n—a

(n+a)—-(n—a)=2a
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34. Odgadywanie parzystosci. Miech kolega wezmie do jednej reki parzystg ilos¢
przedmiotow, do reki drugiej nieparzystg iloS¢ przedmiotéw. PoprosSmy kolege aby
liczbe przedmiotdw w rece prawej pomnozyt przez dowolng liczbe nieparzysty, liczbe
przedmiotdw w rece lewej niech pomnozy przez dowolng liczbe parzysta. Jezeli kole-
ga poda nam sume otrzymanych iloczynéw bedziemy wiedzieli, w ktdérej rece ma pa-
rzystg, a w ktorej nieparzystg liczbe przedmiotow. Dlaczego?

Przykiad

Niech kolega do reki prawej wezmie 5 zapatek, do reki lewej 4 zapaiki. Liczbe zapa-
tek w rece prawej niech kolega pomnozy przez 3 (otrzyma 15), w rece lewej niech
liczbe zapatek pomnozy przez 2 (otrzyma 8). Suma iloczyndw wynosi 23 i na tej pod-
stawie potrafimy wskazac, ze w prawej rece jest nieparzysta a w lewej parzysta licz-
ba zapatek.

Rozwiagzanie
Podobnie jak w poprzednim zadaniu przesledzmy zapis algebraiczny dokonanych
operacji. Rozwazmy dwa przypadki:

a) w rece prawej jest parzysta ilos¢ przedmiotow, w rece lewej nieparzysta

reka prawa reka lewa
2n 2k +1
2n-2m+1)=4nm+2n (2k+1)-2l =4kl + 2]

suma liczb 4nm +2n+ 4kl + 21 jest liczbg parzysta

b) w rece prawej jest nieparzysta ilos¢ przedmiotdw, w rece lewej parzysta

reka prawa reka lewa
2k +1 2n
Rk+1D)(2m+1)=4km+ 2k +2m+1 2n -2l =4nl

suma liczb 4km + 2k +2m +1+4nl jest liczbg nieparzysta

Z powyzszego widaé, ze jezeli w sumie otrzymamy liczbe parzystg to w prawej rece
bedzie parzysta liczba przedmiotéw. Jezeli w sumie otrzymamy liczbe nieparzystg, to
W prawej rece bedzie nieparzysta liczba przedmiotow.

35. W stajni znajduje sie 9 kojcdw. W pierwszych czterech stojg konie kare. Pigty
kojec jest pusty. W czterech ostatnich stojg konie biate. Nalezy przenie$¢ konie kare
na miejsce koni biatych i odwrotnie. Przy czym mozna przenosi¢ konie pojedynczo
i tylko do pustego kojca.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Pel Bl bl Dot 1 1 Jo1 Iel o] [o]
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Rozwiagzanie
Mozna zaczac albo od konia z kojca 6, albo od konia z kojca 4 przenoszac je do pu-
stego kojca 5. W pierwszym przypadku zapis ,,przenosin” moze wygladac tak:

6 -5 2—-4 4 -6
4 -6 1-2 2—-4
34 31 352
5-3 5-3 5-3
7—5 7—5 7—5
8 -7 9 -7 6—7
6 —>8 8—-9 4 -6
4 -6 6 —8 5—-4

Proste, wydawatoby sie, zadania geometryczne polegajace na pocieciu jednej figury
i Ztozeniu z kawatkéw innej figury, zawierajg w sobie catkiem sporo matematyki.
Niewiele mozna tu osiggng¢ dzielgc ,na oko”. Kazde ciecie powinno by¢ starannie
przemyslane i uzasadnione. Aby sie o tym przekonac proponujemy rozwigzac kilka
ponizszych zadan.

36. Dany kwadrat rozcig¢ na 7 czesci tak aby ztozy€ z nich trzy jednakowe kwadraty.

Rozwiagzanie
Jezeli kwadrat wyjsciowy ma bok «, pole powierzchni a*, to kazdy z trzech nowych
2
kwadratow ma pole powierzchni % i bok # Przeprowadzamy nastepujacg kon-
strukcje. Na boku AB odktadamy odcinek AE réwny potowie diugosci przekatnej.
Prowadzimy linie DE i na odcinek DE rzutujemy wierzchotki A (otrzymamy punkt F)
oraz C (otrzymamy punkt G), zauwazmy, ze oba rzuty znajdujg sie wewnatrz kwadra-
tu. Rzuty tgczymy z rzutowanymi wierzchotkami. Na otrzymanych odcinkach odkia-
damy odcinki GH, GK, FL wszystkie rowne AF. Przez punkt H prowadzimy réwnolegta
do DE. Przez L i K prowadzimy réwnolegte do AF. Otrzymane linie sg liniami ciecia
wyjsciowego kwadratu, z tak otrzymanych czesci sktadamy 3 kwadraty mniejsze.
c B

; 1
H E \
5 3 2

D A

B3

Uzasadnijmy, ze tak jest w istocie. Sprawdzmy czy AF ma dtugosc¢ % Skorzystamy

z twierdzenia Pitagorasa oraz podobienstwa tréjkatdow AED oraz AEF (cecha kkk).
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NG

Poniewaz AE jest potowg przekatnej kwadratu o boku a ma dtugosc % Policzmy

dtugos¢ DE.

a +4. =22 — DE

2 2 2

DE? :a2+[ 2
2

2
J_az a’ 3d’ _a\/§

Trojkaty AED oraz AEF sg podobne, majg wiec proporcjonalne odpowiednie boki.

a2
a-—— 2
DE_AE _ o DAAE _ . %5 V2 2 _a_af3
DA AF a3 2 a3 33
V2

Mozna pokazaé, ze siedem jest najmniejszg liczbg czesci, ktdre po ztozeniu dadza
trzy jednakowe kwadraty.

37. Dany kwadrat rozcig¢ na 8 czesci tak aby ztozy¢ z nich dwa kwadraty, przy czym
jeden z otrzymanych kwadratéw ma by¢ dwa razy wiekszy od drugiego (oczywiscie
chodzi o pole powierzchni).

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim zadaniu znajdujemy punkty F, G, L oraz kreslimy odcinki
FA oraz CG. Z punktu G kreslimy prostopadte do CB oraz CD, znajdujac w ten spo-
séb punkty I, H. Na koniec znajdujemy punkt K taki, ze GH=HK.

D A

To, ze po ztozeniu czesci powstat wiekszy kwadrat widac z tréjkatdw o numerach 5,

6, 7. Kwadrat mniejszy widoczny jest natychmiast. Nalezy pokaza¢, ze pole po-

wierzchni kwadratu wiekszego jest podwojonym polem kwadratu mniejszego.

Zauwazmy, ze trojka AFD jest przystajacy do tréjkata DGC (trdjkaty prostokatne

o jednakowych przeciwprostokatnych). Stad wnioskujemy, ze AF=DG, czyli
a

DG:T3 (zadanie poprzednie). Z twierdzenia Pitagorasa mozemy policzyé, ze
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CG? =§a2. Skoro pole wiekszego kwadratu réwna sie % pola kwadratu wyjsciowe-

go, to pole mniejszego kwadratu wynosi %cf (bo suma tych pdl réwna jest a*). Po-

kazaliSmy tym samym, ze kwadrat wiekszy ma dwa razy wieksze pole od kwadratu
mniejszego. Nasza konstrukcja zostata uzasadniona.

38. Dany kwadrat rozcig¢ na 8 czesci, tak aby mozna byto ztozy¢ z nich kwadraty,
ktorych pola sg proporcjonalne do liczb 2, 3, 4.

Rozwigzanie
Nalezy dokonaé cie¢ jak w 6|
zadaniu poprzednim. Sposob

ztozenia kwadratéw pokazu- 4
je rysunek. W poprzednim |
zadaniu policzyliSmy, ze pole
Srodkowego kwadratu wy- 5 3 g

nosi éazjest wiec propor-

cjonalne do liczby 3 (wspdtczynnik proporcjonalnosci rowna sie 94*). Policzmy pole
lewego kwadratu. Wykorzystamy w tym celu wyniki dwoch zadan poprzednich. Tréj-
kat GIC jest podobny (nawet przystajgcy) do trojkata GCH, ten z kolei jest podobny
do trdjkata GCD Stad wnioskujemy, ze podobne sg trdjkaty GIC oraz GCD. Wobec
tego prawdziwe sg réwnosci:
2,
2 —a
€6_D _ Grep-ce® =» =8 -3 _2,

GlI CG CD a 3

Wobec powyzszego pole pierwszego kwadratu wynosi gaz i jest proporcjonalne do

liczby 2. Pole najmniejszego kwadratu wynosi «’ —%az —gaz :gaz. Jest wiec dwa

razy mniejsze od pola najwiekszego i proporcjonalne do liczby 4.

39. Trzy niedzwiadki znalazty sktad miodu. W sktadzie byto 21 jednakowych stoi
w tym: 7 petnych miodu, 7 do potowy napetnionych oraz 7 pustych. Jak misie majg
podzieli¢ miedzy siebie znalezisko aby kazdy otrzymat réwng iloS¢ miodu i réwng ilos¢
stoi? Nie mozna miodu przelewac ze stoja do stoja.

Rozwigzanie
Oczywiscie na kazdego misia przypada 7 stoi. Gdyby mozna byto miéd przelewaé to
do 7 pustych stoi nalelibySmy do potowy midd z 7 petnych stoi co by dawato facznie

21 stoi petnych do potowy. Oznacza to ze na kazdego misia przypada % stoja miodu.

Mozemy teraz zaproponowac dwa podziaty:
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stoi Stoi w potowie stoi razem |razem
peinych peinych pustych | miodu stoi
mis 1 2 3 2 2 +% = % 7
mis 2 2 3 2 2 +% = % 7
mis 3 3 1 3 3 +% = % 7
stoi stoi w potowie stoi razem |razem
peinych peinych pustych | miodu stoi
mis1| 3 1 3|3 +% - % 7
mis 2 3 1 3 3 +% = % 7
mis 3 1 5 1 1 +% = % 7

40. W kwadratowej sali rozstawi¢ pod Scianami 10 krzeset tak aby przy kazdej Scia-
nie staty 3 krzesta.

Rozwiagzanie

41. Mamy zbiér liczb {1,2,...,9} nalezy rozmiesci¢ je wzdtuz bokéw tréjkata tak, aby
suma liczb wzdtuz kazdego boku wynosita 20.

Rozwiagzanie
6

> oon

H
-1
R

42. Pocigg pospieszny wyjechat z Gdanska do Warszawy i jedzie z predkoscig
100 km/h bez przystankdw. W tym samym czasie z Warszawy do Gdanska wyjechat
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ekspres i jedzie z predkoscig 140 km/h rédwniez bez przystankdw. W jakiej odlegtosci
beda te dwa pociagi od siebie na pét godziny przed spotkaniem?

Rozwiagzanie
Pociggi wzgledem siebie poruszajg sie z predkoscig 240 km/h. Na pét godziny przed
spotkaniem bedg w odlegtosci 120 km od siebie.

43. Dwiema liniami rozdzieli¢ godziny na cyferblacie zegarka na trzy czesci, tak aby
w kazdej grupie suma liczb byta réwna. Piecioma liniami rozdzieli¢ godziny na cyfer-
blacie zegarka na szes$¢ czesci, tak aby w kazdej grupie suma liczb byta réwna.

Rozwigzanie

Suma liczb cyferblatu wynosi 1+2+---+12:%=78. Dzielagc to na 3 czesci dosta-

jemy w kazdej czesci 26. Podobnie dzielgc na 6 czesci dostajemy 13. Szukane podzia-
ty pokazuje rysunek ponizej.

44. Nie uzywajac kalkulatora porédwnaj sumy liczb w ko- 123456789 000000001
lumnach po prawej stronie. W, ktdrej kolumnie suma liczb 123456780 000000021
jest wigksza? 123456700 000000321
. . 123456000 000004321
Rozwigzanie
Obie kolumny daja taka sama sume 1 083 676 269. Nie 123450000 000054321
trzeba sumowac liczb, zeby sie o tym przekonal. Wystar- 123400000 000654321
czy zauwazy¢, ze mamy odpowiednio w kolumnie lewej 123000000 007654321
jedna d_2|eW|atI§e, w ko!umnlg prawej d2|e_W|ec ]edynek: W 120000000 087654321
kolumnie lewej dwie osemki, w kolumnie prawej osiem
100000000 987654321

dwojek. Itd. az do dziewieciu jedynek w kolumnie lewej

i jednej dziewiatki w kolumnie prawej. Pod kazdym rzedem wielkosci dostajemy w o-
bu kolumnach takg samg sume wiec liczby w obu kolumnach sumujg sie do tej samej
wartosci.

45. U jednego przedszkolaka jest tyle siostr ilu braci a u jego siostry braci jest dwa
razy wiecej niz siostr. Ile braci i ile sidstr jest w tej rodzinie?

Rozwigzanie

Skoro u przedszkolaka jest tyle sidstr co braci, to razem z nim braci jest o 1 wiecej
niz sidstr. Jezeli wiec liczba sidstr zostanie oznaczona przez x, to braci jest x+1.
Skoro u siostry braci jest dwa razy wiecej niz siostr to mozemy utozy¢ réwnanie:
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2(x—1)=x+1 = x=3

W rodzinie sg 3 dziewczynki i 4 chtopcéw.

46. Na koncach pieciu Srednic w okregu rozmieszczono liczby 1,
2, ..., 10. Znalez¢ takie rozmieszczenia dla ktérych wszystkie sumy
sgsiednich liczb bedg réwne sumie liczb stojgcych na drugim kon-
cu Srednicy. Na rysunku obok tylko dla jednej pary sasiednich
liczb zachodzi ta wiasnosS¢: 10+1=5+6 ale juz 10+9=5+4. Ist-
niejg takie rozmieszczenia, w ktorych dla kazdej pary sasiednich
liczb ma to miejsce.

Rozwiagzanie

Niech na jednej $rednicy stojg liczby 4,a na drugiej B,b. Warunek zadania oznacza,
ze: A+B=a+b = A-a=b-B czyli liczby, ktdre umieszczamy na $rednicach maja
mie¢ takie same roznice (zwracamy uwage na znak). Skoro cecha ta ma dotyczyc
wszystkich uzytych liczb, to dla liczb ze zbioru {1,2,...,10} mamy dwie mozliwosci.

a) Rdéznica miedzy liczbami wynosi 1, co daje pary: (10,9), (8,7), (6,5), (4,3), (2,1).
b) Rdznica miedzy liczbami wynosi 5, co daje pary: (10,5), (9,4), (8,3), (7,2), (6,1).

Pary te nalezy odpowiednio utozyé, zeby warunek sumy byt spetniony. Przyktadowe
rozwigzanie pokazuje rysunek ponizej.

10

47. Przyjrzyjmy sie dziataniu: 2+2=2x2. Zauwazmy, ze zamieniajgc symbole dzia-
tan miejscami wynik nie zmieni sie. Podobng wtasnoS¢ bedzie miato dziatanie:
1+2+3=1x2x3. Nalezy znalez¢ podobng wiasnosc¢ dla a) 4, b) 5 liczb.

Rozwigzanie
a) 1+1+2+4=1x1x2x4

b) 1+1+14+2+5=1x1x1x2x5
I1+1+1+3+3=1x1x1x3x%x3
1+1+24+2+2=1x1x2%x2x2

48. Przed lub za cyfry nalezy wstawi¢ odpowiednie dziatanie albo nawiasy, tak aby
uzyskac¢ wiasciwy wynik.
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Rozwiagzanie
Jedno z mozliwych rozwigzan:

-1+2=1

1+2):3=1

1-2+3-4)=1
1+2-3-4+5=1
1-2-3+4-5+6=1
(1+2):3+4(4-5-6+7)=1
1+2)-3+(4-5-6+7)-8=1
1+2-3-4+5-(6-7)+8-9=1

49. Podczas jazdy motocyklista zauwazyt, ze na liczniku jego motoru liczba przeje-
chanych kilometréw wynosi 15951. Jest to symetryczna liczba, ktdra czytana od tytu
wynosi tyle samo. Hmm... pomyslat — za dwie godziny na liczniku bedzie kolejna sy-
metryczna liczba. Z jaka predkoscig jechat motocyklista?

Rozwiagzanie
Najblizsza liczba symetryczna przewyzszajgca 15951 to 16061. Roznica miedzy nimi
wynosi 110. Zatem motocyklista jechat z predkoscig 55 km/h.

50. Jadac kolejkg elektryczng z miasta A do miasta B podrézny co 5 minut mija
podmiejskie pociggi jadgce w przeciwnym kierunku to jest z miasta B do miasta A. Ile
pociggdw w ciggu godziny wyjezdza z miasta B skoro ruch trwa non stop z jednako-
wymi predkosciami w obydwu kierunkach?

Rozwiagzanie

Pierwsza odpowiedz, ktdra sie narzuca 60:5=12 pociggow jest btedna gdyz dotyczy
ona przypadku kiedy obserwujemy mijajgce nas pociagi sami nie bedac w ruchu. Je-
zeli mineliSmy pierwszy pocigg i po pieciu minutach drugi, to ten pierwszy jest w od-
legtosci 10 minut drogi od drugiego (i nasz i pierwszy pociagg przejechaliSmy drogi 5
minut w przeciwnych kierunkach). Wynika stad, ze w ciggu godziny z miasta B wy-
jezdza 60:10=6 pociggow.

51. Wezmy liczbe 23. Co nalezy wstawi¢ pomiedzy 2 a 3 aby otrzymac liczbe wiekszg
od 2 i mniejszg od 3?

Rozwigzanie
Przecinek 2,3
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52. Utamek % ma te wiasnos¢, ze jak jego licznik i mianownik zwiekszymy o mia-

nownik, to wartos¢ utamka rosnie dwukrotnie:

Nalezy znalez¢ utamki, w ktorych zwiekszenie licznika i mianownika o mianownik
spowoduje zwiekszenie utamka trzykrotnie, czterokrotnie,..., k£ — krotnie.

Rozwigzanie

’ . a . . . . . . . . .
Wezmy utamek nieskracalny 5 Po zwiekszeniu licznika i mianownika o mianownik

otrzymamy utamek % ma on by¢ trzykrotnie wiekszy od wyjSciowego. Stad:

a+b=3_a = a+b=6a = b=5a
2b b
. 1. .. 1+5 6 3 1
Wystarczy podstawi¢ a =1, otrzymamy utamek — i rzeczywiscie ——=—==>=3.—,
5 545 10 5 5

Zastosowang metode mozna uogdlnic:

atb_Ka  ib=2ka = b=(2%k-1)a
2 b

Jezeli chcemy znalez¢ utamek, ktory zwiekszy sie 11 — krotnie po dodaniu do licznika
i mianownika jego mianownika, nalezy przyja¢ k=11, a=1. Rzeczywiscie:

1421 22 _11_ ., 1

21421 42 21 21

53. Robimy grzanki opiekajgc chleb na patelni. Kazdg strone kromki opieka sie 30
sekund. Patelnia miesci tylko 2 kromki. W jaki sposéb w ciggu 1,5 minuty opiec z obu
stron trzy kromki chleba?

Rozwiagzanie

1. Opiekamy 2 kromki, 1 strona, 30 sekund.

2. Jedng kromke odktadamy na bok, drugg przektadamy na drugg strone i doktada-
my na zwolnione miejsce trzecig kromke, 30 sekund.

3. Odktadamy kromke opieczona z dwdch stron, na puste miejsce ktadziemy kromke,

ktorg wczesniej odtozyliSmy a na drugg strone przektadamy kromke, ktéra zajeta jaj
miejsce, 30 sekund.

Po 1,5 minuty mamy gotowe 3 kromki grzanek.

54. Mamy nieuporzadkowang tablice ztozong z 25 liczb. Mo-

zemy w jednym ruchu zamieni¢ dwie liczby np. 1i 7. Ile nale-

zy wykona¢ ruchéw aby uporzadkowac tablice rosnaco tzn. 1,
2,3,..., 25?

SIS
QICISIESIS
PRRO®

SICICISIS,
ClISICIS)S,
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Rozwiagzanie
Najmniej nalezy wykonac 19 zamian:

1-7, 7-20, 20-16, 16-11, 11-2, 2-14,
3-10, 10-23, 23-14, 14-18, 18-5,
4-19, 19-9, 9-22,

6-12, 12-15, 15-13, 13-25,

17-21.

55. W jaki sposdb podzieli¢ figure z rysunku obok na sze$¢ figur przysta- [coo oo
jacych? Przypomnijmy, ze figury s przystajace jezeli mozna je natozy¢ [©©©©°©

O0O0000O0O0

na siebie przesuwajac je, lub obracajgc (figury przystajgce majg taki lcoococoo oo
sam ksztatt i takie same wymiary). 00000000

Rozwiagzanie 0000

OO0 0O
coooloo ool Aby utatwi¢ sobie rozwiazanie nalezy policzy¢ kotka. alee
0ogoe0 00 by uta obie rozwigza alezy policzyC kotka 2664

Ooo0co00COO0OO
O0O0000O0O0

o olo olo olo ol Jest ich 72. Wobec tego po podziale w kazdej otrzy-

o olo o|o o|lo of manej figurze powinno by¢ 12.
O 0o|Oo O|jOOC|OO
00000000
00 00O0O0O0O
00|00
(e e] No o}
O 0|0 0O
O 0|00

56. Nie kazdy trapez mozna podzieli¢ na trapezy przystajgce. Mozna to zrobic
w przypadku trapezéw réwnoramiennych ztozonych z trzech trdjkatow réwnobocz-
nych oraz w przypadku trapezow prostokatnych ztozonych z trzech tréjkatéw réwno-
ramiennych. Zbuduj takie trapezy i kazdy z nich podziel na cztery trapezy przystaja-
ce.

Rozwigzanie
Trapez réwnoramienny ABCD powstat z trzech trojkatdw réwnobocznych AFD,
FCD oraz FBC. Punkty I1,J,H,G s3 Srodkami odcinkdw odpowiednio:

AF,FB,FC,FD. Trapez prostokatny 4BCD powstat z trzech tréjkatéw roéwnora-
miennych AED, ECD oraz EBC. Punkty H,G,F.,I,E sg $rodkami odcinkéw odpo-
wiednio: DC,DE,CE, AB.

D H C
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57. Majac do dyspozycji wage szalkowg i dwa odwazniki o wagach 50 gram i 200
gram, podzieli¢ trzema wazeniami paczke cukru. Paczka wazy 9 kg a czesSci majg wa-
zy¢ 2 kg i 7 kg.

Rozwiagzanie

1. Dzielimy cukier na dwie réwne czesci, na wadze szalkowej robimy to bez odwazni-
kdw. Otrzymamy 2 czesci po 4,5 kg.

2. Jedng z otrzymanych czesci dzielimy ponownie na poét. Po potgczeniu mamy czesci
po 6,75 kg i 2,25 kg.

3. Od czesci 2,25 odsypujemy 250 gram (mamy takie odwazniki).
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