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2. Liczby i dziatania.

Zadanie 30

Wezmy utamek dziesietny, ktorego wszystkie cyfry tworzg cigg kolejnych liczb natu-
ralnych 0.123456789101112131415... . Nalezy pokaza¢, ze nie jest to utamek okre-
Sowy.

Rozwiagzanie

Zatézmy przeciwnie, ze jest to utamek o okresie dtugosci n, ktory po raz pierwszy
wystapi od pozycji m. W takim razie, co » cyfr bedzie sie w nim powtarzac jakas cyfra
k= 0. Poniewaz w naszym utamku wystepujg dowolnie duze liczby naturalne, wysta-
pi tez w nim liczba, ktéra skfada sie z (m+n+1) cyfr (k-1) i wtedy po » cyfrach trafimy
na k-1, a nie na %.

Zadanie 31

Wypisujemy po kolei wszystkie liczby naturalne od 1 do 60. Z utworzonej liczby
1234...5960 skreSlamy 100 cyfr w taki sposdb aby powstata liczba jak najmniejsza.
Jaka to liczba?

Rozwigzanie

Po pierwsze zauwazmy, ze powstata liczba ma 111 cyfr (sktada sie z 51 liczb dwucy-
frowych oraz 9 jednocyfrowych). Aby spetni¢ warunki zadania skreSlmy w pierwszym
przyblizeniu najwieksze cyfry. tatwo policzyé, ze w naszej liczbie jest miedzy innymi
6 zer i 16 jedynek, dlatego po skresleniu najwiekszych cyfr pozostanie 6 zer i 5 jedy-
nek (miato zosta¢ 11 cyfr, bo 100 skreslamy). Powstata liczba z przerwami po skre-
Sleniach bedzie wygladac tak:

01.....01.....01.....01.....01.....0 (%)

najmniej znaczaca, ostatnia grupa (wyttuszczona) 01.....0 powstata po skresleniu cyfr

Z grupy:
5051525354555657585960 (**)

(niewykreSlone cyfry wyttuszczono). Aby zmniejszy¢ dodatkowo liczbe (*) nalezy
skresli¢ z niej najbardziej znaczace jedynki i zastgpi¢ je (ponownie wpisa€) najmniej-
szymi cyframi z grupy (**), otrzymamy wtedy nastepujaca liczbe:

0.....0.....0.....0.....012345.....0

Zadanie spetnia zatem liczba 00000123450, po pominieciu zer (wszak 0023=23)
mamy 123450.
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Zadanie 32
Wezmy liczby od 0 do 9999999. Niektdre z nich zawierajg w zapisie cyfre 1, inne nie.
Ktorych liczb jest wiecej?

Rozwiagzanie
Liczby, ktére majg mniej niz 7 cyfr mozemy uwazac za 7 cyfrowe z zerami z przodu
np. 0001234=1234. Policzmy ile jest wszystkich liczb 7 cyfrowych w ten sposdb ro-
zumianych. Na kazdej z siedmiu pozycji moze sta¢ jedna z 10 cyfr {0, 1, 2, ... 9}
otrzymujemy wiec:

10-10-10-...-10 =10" =10000000

7

Liczb 7 cyfrowych nie zawierajgcych cyfry 1 bedzie:

9.9.9.....9=9"=4782969
7

Poniewaz na kazdej z siedmiu pozycji moze sta¢ jedna z 9 cyfr (0, 2, 3, ... 9). W ta-
kim razie liczb z cyfrg 1 otrzymamy:

10000000-4782969=5217031
Jest ich wiecej niz liczb bez cyfry 1.

Zadanie 33
Pokaza¢, ze suma cyfr liczby:

4444444 (*)
jest mniejsza od 159984.

Rozwigzanie

Najpierw oszacujmy ilos¢ cyfr liczby (*). Zauwazmy, ze dobrg metodg szacowania
iloSci cyfr liczby naturalnej » jest wykorzystanie logarytmow dziesietnych. Jezeli liczba
naturalna » ma p cyfr to znaczy n=a,,-10"" +a, ,-10"* +...+4,-10" +q,, to spetnia
nierownos¢ 107 <n <10” (np. skrajne przypadki to 10° <1000 <10*, 10° <9999 <10*).
Logarytmujac tg nierdwno$¢ otrzymamy: p-1<logn < p. Ostatnia nierédwno$¢ ozna-
cza, ze logarytm z liczby » jest z przedzialy < p-1,p) gdzie p to ilos¢ cyfr liczby »
zatem p =[logn]+1 (czes¢ catkowita, cecha logarytmu plus 1). Liczymy wiec:

log 4444 = 4444 .10g 4444 ale log444d ~3,65< 4 = 4444.10g 4444 < 44444 =17776

Liczba (*) ma maksymalnie 17776 cyfr, poniewaz 9 jest cyfrg najwiekszg wiec suma
cyfr liczby (*) nie przekroczy 9-17776 =159984 .

Zadanie 34
Udowodni¢, ze liczba dwustucyfrowa, w zapisie ktérej na poczatku jest 100 jedynek a
nastepnie 100 dwoijek jest iloczynem liczb naturalnych.
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Rozwiagzanie
Liczba, o ktdrej mowa jest postaci:

§=11..1122...22=11...11+11.. 11
——— — ) ——

100 100 200 100
Kazda z tych sum mozemy zapisa¢ w postaci szeregu, dlatego:
S = (10" +10"® +---10" +10°) + (10*° +10%® +---+10" +10°)

Sa to szeregi geometryczne o ilorazie ¢ =10 i pierwszym wyrazie 1, dlatego mozemy
je zsumowac
10200 _l 10100 _1
+
9 9

S =

Wprowadzimy oznaczenie 10' = x i dokonamy paru przeksztatcen:

X —l+ x=1 (x-D(x+D)+(x-1) (x-1)(x+2) 10" —1‘10loo +2
9 9 9 9 3 3

S

Nalezy jeszcze pokazal, ze czynniki iloczynu sg liczbami naturalnymi. Wynika to z te-
go, ze pierwszy licznik to liczba ztozona z samych cyfr 9 (wiec podzielna przez 3).
W drugim liczniku suma cyfr wynosi 3 (wiec rowniez mamy liczbe podzielng przez 3).
W takim razie otrzymujemy iloczyn liczb naturalnych.

Zadanie 35
Znalez¢ sume cyfr wszystkich liczb naturalnych od 1 do 1000000.

Rozwigzanie
Usunmy z naszego zbioru liczbe 1000000 (suma cyfr 1) a dodajmy 0 (ktdre nie wpty-
nie na wynik). Wszystkie liczby od 0 do 999999 potgczmy w pary:

(0; 999999), (L 999998), (2; 999997), ..., (499998; 500001), (499999; 500000)

Par jest 500000, suma cyfr kazdej pary wynosi 6-9=54. Stad suma wszystkich cyfr
rowna jest: 54-500000+1=27000001.

Zadanie 36
Wypisano wszystkie cyfry liczby 2" i zaraz za nimi wszystkie cyfry liczby 5°". Ile
razem wypisano cyfr?

Rozwiagzanie

Przyjmijmy, ze liczba 2™ ma m cyfr, liczba ma n cyfr. W takim razie szukamy
sumy m+n. Zauwazmy, ze 10" < 2" <10” oraz 10" <5"" <10". Stad, po wymno-
zeniu (dodatnich) nieréwnosci stronami otrzymamy:

51971
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10m+n—2 < 21971 .51971 < 10m+n = 10m+n—2 < 101971 < lom+n

m+n—-2<1971 m+n<1973
= = m+n=1972

m+n>1971 m+n>1971

Zadanie 37
Pokazac¢, ze kazda liczba postaci:

44..4488..89  (*)
—

n n

jest kwadratem liczby naturalnej. Przykiad: 44448889 =6667>.

Rozwiagzanie
g . " 3 .
a) Roztézmy liczbe (*) na sume S =44...44+44...44 +1. Budujemy szereg

2n n
S =410 +10"""? +---+10°) + 410" +10"* +---+10%) +1
Korzystamy ze wzoru na sume szeregu geometrycznego:

10" -1 10"-1 9
. + 4. +—
9 9 9

S=4

Dla prostoty oznaczmy 10" = x, mamy:

S

A —4+4x—4+9 _(2x+1j2 (210" +1Y
9 3 3

Poniewaz suma cyfr licznika dzieli sie przez 3 to caty licznik dzieli sie przez 3, zatem
utamek upraszcza sie do liczby naturalnej.

Zadanie 38
Pokazac, ze wsrdd liczb postaci: 1971...19710...0...0...0 s3 liczby podzielne przez 1972.
4 4

Rozwigzanie
Wypiszmy cigg liczb 1971, 19711971,..., 1971...1971 jak wida¢ w ciggu tym sg 1972

1972
rozne liczby niepodzielne przez 1972 (bo sg nieparzyste). Dzielgc te liczby catkowicie
przez 1972 bedziemy otrzymywali reszty ze zbiory {1,2,...,1971}. Poniewaz liczb jest
wiecej niz reszt z dzielenia, dla pewnych liczb reszty bedg takie same a to oznacza,
ze ich réznica bedzie liczba podzielng przez 1972. Rdznica wyrazow wypisanego ciggu
jest liczbg postaci 1971...19710...0...0...0.

4 4

Zadanie 39
Mamy n+1 réznych liczb naturalnych mniejszych od 2». Nalezy pokazaé, ze mozna
z nich wybrac taka trojke liczb, w ktdrej jedna bedzie rowna sumie pozostatych.
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Rozwiagzanie

Poniewaz liczby sg rozne mozna ustawi¢ je w cigg rosnacy a, <a,<a,<...<a,<a,,
oprocz tego ciggu wezmy cigg roznic a, —a, <a,—a,<a,—a,<...<a,,,—a,, Zawiera
on n roznych liczb naturalnych i kazdy jego element réwniez jest mniejszy od 2n.
Jezeli potagczymy oba ciggi to przynajmniej dwa elementy w ciggu potgczonym muszg
by¢ réwne (poniewaz mamy 2n+1 elementdw mniejszych od 2r). Przy czym jeden
z réwnych elementow musi naleze¢ do pierwszego a drugi do drugiego z potgczonych
ciggéw (bo w ramach tego samego ciggu wszystkie elementy sg rézne). Mamy wiec
a, =a, —a, CO0ZNacza, z& a, +a,=a,,.

Zadanie 40
Czy wsrdd poteg liczby 3 znajdg sie takie, ktorych zapis dziesietny zakonczony jest
grupa cyfr ...0001?

Rozwigzanie

Rozpatrzmy cigg 10000 poteg liczby 3 tzn. 3,3°,3°,..., . Zadna z liczb tego ciggu
nie dzieli sie przez 10000 (poniewaz sg nieparzyste). Dzielagc catkowicie te liczby
przez 10000 otrzymamy reszty od 1 do 9999. Poniewaz liczb jest wiecej niz reszt,
wiec znajdg sie dwie takie, ze podzielone przez 10000 dadza jednakowe reszty. W ta-
kim razie ich rdznica bedzie podzielna przez 10000. Mamy wiec 3" —3" = k-10000
stad 3"(3"" —-1)=k-10000. Poniewaz 3" nie dzieli sie przez 10000, musi zaj$¢
3""-1=/-10000 co oznacza, ze 3' =/-10000+1 wiec istnieje potega trdjki, ktora
konczy sie ciggiem cyfr ...0001.

310000

Zadanie 41

W zapisie dziesietnym pewnej liczby na pozycji pierwszej (najbardziej znaczacej) stoi
cyfra, ktdra jest rowna ilosci cyfr ,zero” zapisu. Na pozycji drugiej stoi cyfra, ktdra
jest rowna ilosci cyfr ,jeden” zapisu. Na pozycji trzeciej cyfra rowna ilosci ,tréjek” itd.
az do pozycji dziesigtej. Jaka to liczba?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez a, kolejne cyfry zapisu dziesiethego, mamy a, +a, +---+a,, =10
(z warunkdéw zadania suma cyfr jest rowna ilosci cyfr). Zer w zapisie liczby jest a, >0
(liczba nie moze rozpoczynac sie od 0). Cyfra a, oraz zera zajmujg @, +1 pozycji i
w sumie cyfr dajg a,. Na pozostate cyfry zostaje 9-q, pozycji (bo cata liczba ma 10
pozycji), ktdére w sumie cyfr dajg liczbe 10-a, (bo zera i ich liczba dawaty sume cyfr
a,). Widzimy, ze suma cyfr jest o 1 wieksza od ilosci cyfr, jest to mozliwe tylko
w przypadku gdy jedng cyfra jest 2 (czyli a,=1), pozostate cyfry to 1, ktdrych jest
a,=8-a,. Mamy zatem qa,+a,+a,=9 dlatego wsrdd pozostatych cyfr jest jedna
cyfra 1, co tacznie daje dwie jedynki (bo a, =1), czyli a, =2, stad a, =6, a, =1. Szu-
kana liczba to 6210010000.
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Zadanie 42
Wypiszmy® » kolejnych liczb naturalnych poczawszy od 1 do » a nastepnie od n-1
liczb od n—1 do 1. Pokazaé, ze suma wypisanych liczb jest kwadratem liczby » .

Przyktad: 1+2+3+4+5+4+3+2+1=25=5°

Rozwigzanie

Wystarczy skorzysta¢ ze wzoru Gaussa na sume » kolejnych liczb naturalnych, raz dla
n liczb i drugi raz dla n-1 liczb:

n(n+1) N (n—Dn

S=1+2+-+n+n-1+--1=1+2+--+n)+(n-1+---1) = > >

_n(n+1l+n-1) n-2n _
2 2

S

Zadanie 43
Znalez¢ liczbe naturalng » jezeli wiadomo, Ze z trzech ponizszych zdan dwa sg praw-
dziwe a jedno fatszywe.

4. n+51 jest kwadratem liczby naturalnej,
5. Ostatnig cyfrg liczby = jest 1,
6. n—38 jest kwadratem liczby naturalne;j.

Rozwiagzanie
Ustalmy po pierwsze, ktore zdania sg prawdziwe. Zdania 1. i 2. nie mogg by¢ oba
prawdziwe poniewaz oznaczatoby to, ze liczba »+51 (bedaca kwadratem) konczy sie
cyfrg 2, co nie jest mozliwe. W takim razie prawdziwe jest zdanie 3. Zdanie 2. nie
moze by¢ prawdziwe, bo zestawienie z prawdziwym zdaniem 3. oznaczatoby, ze
kwadrat liczby konczy sie cyfrg 3, co nie jest mozliwe. Prawdziwe sg zatem zdania 1.
i 3. Z warunkéw zadania mamy n+51=k? oraz n—38=/*> Odejmujac stronami otrzy-
mamy k> —1>=89. A stad (k +1)(k —1) =89. Zauwazmy, ze 89 jest liczbg pierwszg dla-
tego musi byc:

{k+l=1 {k+l:89 {k:45

v = = n=1974
k—1=89 k—-1=1 [ =44

Zadanie 44
Udowodnic, ze jezeli suma dwdch kwadratéw liczb catkowitych jest podzielna przez 3,
to i te liczby sg podzielne przez 3.

Rozwiagzanie
Oznaczmy liczby, o ktdrych mowa przez x, y. Mozna je zapisaC w postaci x =3k +7,

y = 3l + r,gdzie reszty z dzielenia 7,7, €{0,1,2}. Z warunkdw zadania liczba:

x* + % =Bk +1)" + @l +1,)? =% +6kr, + r” +9I° +6lr, + 1}

& Zwykle robi to sie na okregu i wtedy taki okrag nazywany jest kregiem pitagorejskim.
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jest podzielna przez 3. Wobec tego 1>+ tez dzieli sie przez 3. Biorgc pod uwage
zbidr, do ktérego nalezg reszty, wnioskujemy, ze n*+r/ =0. Stad ,=0 i ,=0 co
oznacza, ze x i y dzielg sie przez 3.

Zadanie 45

19681970 6870
Pokazac, ze liczba 1 jest catkowita.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze potegujgc liczbe zakonczong cyfrg 8 otrzymamy wynik zakonczony
cyframi {8, 4, 2, 6}, co 4 ta sama cyfra sie powtarza. Podzielmy catkowicie wykfadni-
ki 1970=492-4+2o0raz 70=17-4+2. Oznacza to, ze potegi dsemki o tych wyktadni-
kach bedg zakoniczone cyfrg 4. W takim razie bedg przez 4 podzielne. Zauwazmy po-
nadto, ze potegujac liczbe 7 otrzymamy wynik zakonczony cyframi {7, 9, 3, 1}, przy
czym 7* =...1. Potegujac liczbe 3 otrzymamy wynik zakonczony cyframi {3, 9, 7, 1},
przy czym 3% =.1. Wynika stad, ze w mianowniku mamy rdznice dwdch liczb
(pierwsza jest wieksza od drugiej) zakonczonych cyfrg ...1 to znaczy rdznica ta be-
dzie zakonczona cyfrg ...0 a to jest liczba podzielna przez 10.

Zadanie 46
Znalez¢ najmniejszg liczbe naturalng, zakonczong cyfrg 6, ktéra przy przeniesieniu tej
cyfry na pierwszg pozycje zwieksza sie czterokrotnie.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x liczbe, ktora powstanie z szukanej przez nas liczby po usunieciu
ostatniej cyfry 6. Przez y oznaczmy szukang liczbe. Otrzymamy y =10x+6. Zatézmy
ponadto, ze szukana liczba ma » cyfr. Z warunkéw zadania otrzymamy réwnanie
4(10x +6) =6-10" + x. Wyznaczamy x:

200" -4)
13

Ta liczba ma by¢ catkowita. Szukamy wiec najmniejszej liczby postaci 10" — 4, ktora
dzieli sie przez 13. Liczby tej postaci tworzg cigg: 6, 96, 996, 9996, 99996,... Latwo
sie przekonaé, Zze najmniejszg liczbg z tego ciggu podzielng przez 13 jest
99996 =13-7692, wobec tego x =15384a y =153846.

Zadanie 47
Pokazac, ze nie istnieje liczba catkowita rézna od zera, ktdra zwieksza sie dwukrotnie
po przestawieniu pierwszej jej cyfry na ostatnia pozycje.

Rozwiagzanie

Poniewaz iloS¢ cyfr w liczbie po przestawieniu nie zmieni sie, dlatego pierwsza cyfra
nie moze by¢ wieksza od 4 (bo iloczyn liczby zaczynajgca sie od 5 oraz liczby 2 ma
wiecej cyfr niz miat czynnik). Pierwszg cyfrg nie moze by¢ 3, bo po przestawieniu
otrzyma sie liczbe nieparzystg (wiec nie dwukrotnie wiekszg). W takim razie pierwsza
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cyfra moze by¢ ze zbioru {2, 4}. Biorgc to pod uwage otrzymujemy dwa mozliwe
przypadki rownan:
2a,a,...a,x2=aa,...a,2 (*)

daa,...a x2=aa,...ad (**)
gdzie qg,...a, 0znaczajg pozostate cyfry liczby.

W przypadku (*) a,=1 lub a,=6 (bo pomnozone przez 2 daje ostatnig cyfre 2).
Jezeli przyjmiemy a, =1 to iloczyn po lewej stronie (*) nie bedzie podzielny przez 4

(bo jeden czynnik jest nieparzysty), liczba po prawej stronie (*) jako zakonczona cy-
frami ...12 bedzie podzielna przez 4. Jezeli przyjmiemy a, =6 to sytuacja jest od-

wrotna, z lewej strony iloczyn bedzie podzielny przez 4, liczba z prawej nie (bo jest
zakonczona cyframi ...62). W takim razie przypadek (*) nie daje poszukiwanej liczby.

W przypadku (**) rozumujemy podobnie, a,=2 lub a,=7. Jezeli przyjmiemy
a,=2, to ustalimy, ze a, ,=1 lub a,, =6 (bo ..q,,2x2=..24). Dla g, , =1 iloczyn

po lewej stronie (**) dzieli sie przez 8, liczba po stronie prawej (**) nie dzieli sie
przez 8 (koncdwka ...124). Dla a, , =6 po lewej stronie iloczyn nie dzieli sie przez 8,

liczba po prawej stronie dzieli sie (koncdwka ...64). Jezeli przyjmiemy a, =7, to usta-
limy, ze a, ;=3 lub a, , =8 (bo...a, ,7x2=..74). Dla a, , =3 iloczyn po stronie lewej
(**) nie dzieli sie przez 4, liczba po stronie prawej (**) dzieli sie przez 4. Dla a, , =8

jest podobnie. Przypadek (**) rowniez nie daje liczby spetniajacej warunki zadania.
Whiosek — taka liczba nie istnigje.

Zadanie 48
Wezmy 100 dowolnych, réznych liczb naturalnych. Pokazaé, ze wsrdd tych liczba
zawsze mozna znalez¢ takie, ktdrych suma konczy sie dwoma zerami.

Rozwiagzanie

Oznaczmy liczby ny,n,,...,n,,. rozpatrzzmy sumy s, =n,, s,=mn+n,, s;=n+n,+n,,
s,=n +n, +n;+n,, ... Jezeli wsréd tych sum zadna nie dzieli sie przez 100, to
w dzieleniu przez 100 daje reszte od 1 do 99. Poniewaz sum jest wiecej niz reszt to
znajda sie takie dwie, ktdre dajg jednakowa reszte. Niech to bedzie s, i s, gdzie
k>1 wtedy s, —s, =n,,+n,,+---+n,_, +n, dzieli sie przez 100.

Zadanie 49
Pokazac, ze dla dowolnej liczby naturalnej » mozna znalez¢ liczbe naturalng dzielgca
sie przez n, ktora sktada sie tylko z zer i jedynek.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy cigg poteg 10, 10%, 10°,... dla dowolnego » znajda sie w tym ciggu dwie
takie liczby, ktore podzielone rzez 9n dadza jednakowe reszty. Roznica tych liczb
bedzie dzielita sie przez 9» . Mamy wiec liczbe postaci:
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ko oan Lok 10'-99...99 11..11-10'
10°-10° 10°(10"" -1) T T

9n 9n 9n n

ktdra jest naturalna i dzieli sie przez n.

Zadanie 50
Wezmy liczby naturalne w zapisie ktdrych wystepuija tylko jedynki 1, 11,...,11...1. Zna-

lez¢ najmniejszg takg liczbe dzielagcg sie przez liczbe ztozong ze stu trojek 33...3.
100

Rozwigzanie

Roztézmy dzielnik nastepujgco 3-11...11. Aby liczba ztozona z samych jedynek dzieli-
100

ta sie przez ten iloczyn musi spetnia¢ dwa warunki. Liczba jedynek w zapisie musi by¢

wielokrotnos$cig stu (poniewaz ma sie dzieli¢ przez 11...11) oraz suma wszystkich je-
100

dynek ma sie dzieli¢ przez 3 (cecha podzielnosci przez 3). Najmniejsza liczba, ktdra
spetnia te warunki to 300. Wobec tego szukana liczba w zapisie sktada sie z 300 je-
dynek 11...1

300

Zadanie 51
Z ciggu 1, 2, 3, ...,200 wybieramy dowolnie 101 liczb. Pokaza¢, ze wsrdd wybranych
liczb znajda sie dwie takie, ze jedna dzieli druga.

Rozwiagzanie

Zauwazmy, Ze kazdg liczbe naturalng mozna zapisa¢ w postaci 2* -/ gdzie / jest licz-
bg nieparzysta. Wybierajac 101 liczb postaci 2* -/ zawsze znajdziemy przynajmniej
dwie, ktdére majg jednakowy czynnik nieparzysty / (bo réznych liczb nieparzystych
wsrdd dwustu kolejnych liczb jest 100). W takim razie dla tych liczb otrzymamy
2" .1
2" -1

= 2" jezeli k <m bierzemy iloraz odwrotny.

Zadanie 52
Napiszmy liczbe 35!'=10333147966386144929A66651337523200000000. Nalezy
w miejsce A wstawi¢ wtasciwg cyfre.

Rozwiagzanie

Policzmy sume wypisanych cyfr, wynosi ona 138+A. Poniewaz wartos¢ liczonej silni
ma sie dzieli¢ przez 9 (silnia oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych), dlatego
suma ta ma sie dzieli¢ przez 9, co jest mozliwe dla A=6.

Zadanie 53
Znalez¢ wszystkie liczby dwucyfrowe, ktdrych kwadrat réwny jest szeScianowi sumy
ich cyfr.

48



Ciekawe zadania z matematyki - zbidr zadan dla zainteresowanego matematykg licealisty

Rozwiagzanie
Oznaczmy zapis liczby dwucyfrowej przez xy. Z warunkéw zadania mamy:

2
(1Ox+y)2:(x+y)3 = [10x+yj =x+y = ( 9x
xX+y xX+y

2
+lj =x+y

Poniewaz x, y to cyfry, suma po prawej stronie moze byc liczbg naturalng od 2 do 18.
Wsrdd tych liczb kwadratami sg tylko: 4, 9, 16. Po podstawieniu otrzymujemy:

2
Dla x+y=4 mamy: (%H} =4 = %le, sprzecznosc.

2
Dla x+y=16 mamy: (i—gﬂj =16 = i—gzs, sprzecznos$C.

2
Dla x+y=9 mamy: (%xﬂj =9 = %x=2 = x=2, y=7. Szukana liczba to 27.

Zadanie 54
Pokazac, ze liczba 11" - 3" dzieli sie przez 8.

Rozwigzanie

Tego typu zadania najtatwiej dowodzi¢ metodg indukcji’. Sprawdzamy, ze 11'-3'=8
dzieli sie przez 8. Zaktadamy prawdziwos¢ tezy dla elementu » i przeprowadzamy
dowdd indukcyjny dla elementu »+1:

11"* -3 =11-11"-3-3"-8-3" +8-3" =11(11" -3") +8- 3"

Pierwszy sktadnik sumy po prawej stronie dzieli sie przez 8 na podstawie zatozenia
indukcyjnego, drugi dzieli sie w sposdb oczywisty. W takim razie przez 8 dzieli sie
cafa suma a co za tym idzie réznica po lewej stronie.

Zadanie 55
Czy istnieje takie » dla ktorego liczba n” + n+1(*) dzieli sie przez 7955?

Rozwiagzanie

Liczba 7955 posiada jako jeden z czynnikdw liczbe 5. Wobec tego (*) powinna dzieli¢
sie przez 5. Rozpatrzmy jaka cyfrg zakonczona jest liczba (*) w zaleznosci od cyfry
konczacej liczbe n:

n 0

—
N
w
N
(0]
(@)}
N
co
O

—
—
w
N
w
—

n’+n+1 1 3 / 3

7 Metoda indukcji matematycznej zostata doktadnie oméwiona w dodatku.
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Z powyzszego wynika, ze liczba (*) w zadnym przypadku nie jest zakoriczona 0 lub 5,
zatem nie dzieli sie przez 5. Szukane » nie istnieje.

Zadanie 56
Wypisano po kolei k roznych liczb naturalnych. Pokazac¢, ze zawsze znajdzie sie taki
fragment tego zapisu, ze suma wybranych liczb dzieli sie przez k.

Rozwiagzanie
Oznaczmy wypisane liczby przez a,,a,,...,a, utworzmy ciag k£ sum:

a,a,+a,,a, +a, + ag,.cay +a, +...+a,  (*)

Jezeli jedna z sum ciggu (*) dzieli sie przez k£ dowdd jest zakonczony, jezeli nie to
sumy (*) dzielone przez k dadzg reszty 1, 2, ..., k—1. Poniewaz sum jest wiecej niz
reszt przynajmniej dwie sumy muszg dac te samg reszte. Rdznica tych sum:

a,+a, +..+a,_

dzieli sie przez k i sktada sie z fragmentu naszego zapisu.

Zadanie 57

Liczby naturalne od 1 do 10 ustawiono w dowolnym porzadku. Nastepnie zsumowano
liczbe z numerem pozycji, na ktdrej ta liczba stoi. Pokazad, ze wsrdd tych sum znajda
sie co najmniej dwie zakonczone tg samg cyfrg (numery pozycji rozpoczynaijq sie od
1).

Rozwigzanie

Przywotujgc po raz kolejny zasade szufladkowg Dirichleta, mozemy ,szufladki” ponu-
merowac od 0 do 9 (tyle ile jest cyfr). Sum bedzie znacznie wiecej, bo od 2 do 20.
Kazda z sum wrzucamy do takiej szufladki, jaka cyfrg suma sie konczy. Znajdzie sie
zatem szufladka z przynajmniej dwiema sumami zakonczonymi tg samag cyfra.

Zadanie 58
Pokazac, Ze liczba postaci 1001-k +3 nie moze by¢ szeScianem liczby catkowitej dla
zadnego k. (Np. liczba 3006)

Rozwigzanie
Gdyby liczba, o ktérej mowa mogta by¢ szeScianem mielibySmy réwnanie:

1001 k+3=x> = 7-11.13-k=x"-3 @)
%/_/

1001

Stad wynika, ze réznica po prawej stronie (*) bytaby podzielna przez 7. Zauwazmy,
ze dowolng liczbe catkowit x mozna przedstawi¢ jako x=7-I/+r gdzie
r€{0,1,...,6}. Podstawiajgc do prawej strony (*) otrzymamy:
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(T1+r)°=-3=7"P+3.7- P r+3-7-1-7°+r*=3=7(7* P +3-7- 1 r+3-1-r)+ (r* =3)

Podzielno$¢ tego wyrazenia przez 7 zalezy od podzielnosci ostatniego sktadnika
(w nawiasie) przez 7 a ten, jak fatwo sprawdzi¢, dla mozliwych wartosci » przez 7 sie
nie dzieli. Dlatego badana liczba nie moze by¢ szeScianem liczby catkowitej.

Zadanie 59
Liczby naturalne od 1 do 1967 wypisano jedna za drugg w dowolnym porzadku. Po-
kazaé, ze tak powstata liczba nie moze by¢ kwadratem liczby naturalnej.

Rozwigzanie
Sprawdzmy sume cyfr powstatej liczby. Bez wzgledu na kolejnos¢ wypisywania suma
bedzie nastepujaca:

1+2+...+1967=w=1935528 (*)

Jezeli zsumujemy cyfry otrzymanego wyniku to otrzymamy 33. Wnioskujemy z tego,
ze suma (*) dzieli sie przez 3 a nie dzieli sie przez 9. To oznacza, ze wypisana liczba
nie moze by¢ kwadratem zadnej liczby (w kwadracie x* =x-x jezeli jeden czynnik
dzieli sie przez 3 to i drugi sie dzieli, czyli liczba musi sie dzieli¢ prze 3-3=9).

Zadanie 60
Na tablicy napisano 5 liczb catkowitych. Z tych liczb, biorgc po dwie utworzono na-
stepujgce sumy: 12, 13, 14, 15, 16, 16, 17, 17, 19, 20. Czy jest to mozliwe?

Rozwigzanie

Z 5 liczb mozna utworzy¢ 10 sum po 2 sktadniki. Wobec tego kazdy sktadnik wystapi
w dwdch sumach. Jezeli dodamy do siebie wszystkie sumy, to kazda z 5 liczb wystapi
w tej sumie cztery razy. Wobec tego suma wyjsciowych 5 liczb réwna jest sumie 10
sum podzielonej przez 4. Policzmy zatem tg sume:

12+13+14+15+16+16+17+18+18+ 20 =159
Poniewaz otrzymana suma nie dzieli sie przez 4, wyjsciowe liczby nie istnieja.

Zadanie 61
Pokazac¢, ze w dowolnej liczbie szesSciocyfrowej mozna tak przestawic cyfry, ze rozni-
ca pomiedzy sumg trzech ostatnich a sumag trzech pierwszych cyfr nie przekroczy 9.

Rozwigzanie
Oznaczmy cyfry w liczbie szeSciocyfrowej przez a, w taki sposob, zeby uporzadkowac

je od najmniejszej do najwiekszej. Otrzymamy rosnacy ciag a,, a,, a,, a,, as, a,. Zbu-
dujmy liczbe a,a.a.a,a,a,. Pokazemy, ze spetnia ona teze zadania. Policzmy rdznice,
o ktorej mowa:

(@, +a,+a5)— (@ +a;+as) =a, +a, +ag —ay —a; —a; = (a, —a)) + (a, — a;) + (a5 — as) (*)
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Poniewaz cyfry sg uporzadkowane dodajgc do prawej strony (*) liczby nieujemne, co
najwyzej zwiekszymy te sume:

(a +a, +ag) = (ay + a5 + as) < (a, — ay) + (a, — a5) + (a5 — a5) + (a; — a,) + (a5 — a,)
Po otworzeniu nawiasow i redukgji otrzymamy:

(a,+a,+a;)—(a,+a;+a;)<-a +a;,=a,—a, <9

Zadanie 62

Wszystkie liczby naturalne w dowolny sposdb podzielono na dwie rozigczne grupy
(np. parzyste, nieparzyste). Pokazad, ze przynajmniej w jednej z grup znajdg sie trzy
liczby, z ktérych jedna jest Srednig arytmetyczng pozostatych.

Rozwiagzanie
Sprawdzmy czy w jednej grupie nie ma liczb 5, 7, 9 jezeli sg dowiedliSmy tezy, jezeli
nie to przez A oznaczmy grupe, w ktorej sg dwie z tych liczb, przez B grupe z jedng
z tych liczb. Te dwie liczby z grupy A4 oznaczmy przez a, b. Ze wzgledu na wybor na-
szych liczb mamy 2a—-b5>0 i 2b—a >0. Jezeli jedna z tych réznic bedzie w grupie A
to otrzymamy:

a+(2b—-a)

b badz b+(2a-b)
2 2

Teza zostanie udowodniona. Jezeli obie réznice bedg w grupie B, to ich $rednia aryt-
metyczna:
2a—-b+2b-a a+b
2 )

(jak widac jest to liczba naturalna) znajduje sie w grupie A co konczy dowdd (bo s3
tam a i b), lub w grupie B co réwniez konczy dowdd.

Zadanie 63

Czy dla dowolnego ciggu cyfr mozna znalez¢ liczbe naturalng, ktéra rozpoczyna sie
tym ciggiem i jest kwadratem innej liczby naturalnej.

Przykfad. Dla 12 mamy na przyktad 121=11%,

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez A liczbe aa,...a,00...0 ztozona z ciggu » cyfr, za ktdrymi jest 3n zer.
%,—/%’_/

n 3n

Przez B oznaczmy liczbe a,a,...a,99...9 ztozong z ciggu » cyfr, za ktorymi jest 3n dzie-
H_/H,_/

n 3n

wigtek. Niech k oznacza najwiekszg liczbe, ktdrej kwadrat nie przewyzsza A. Wynika
stad, ze k <10* (poniewaz Ama 4n cyfr). Dla liczby nastepnej & +1 mamy:
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A<k +1)°=k>+2k+1<A4+2-10" +1< A+10" -1=RB

(co wida¢ po budowie liczby B). Z tego zespotu nierdwnosci wynika, ze liczba (k +1)°

lezy miedzy liczbami a,a,...a,00...0 i @a,...a,99...9. Oznacza to, ze ma z tymi liczbami

n 3n n 3n

pierwszych n cyfr wspdlnych oraz jest kwadratem liczby naturalne;.

Zadanie 64
Pokazag, ze liczba 12* +9* dzieli sie przez 15.

Rozwiagzanie

Nalezy pokazal, ze liczba dzieli sie 3 i przez 5 (3-5=15). To, ze dzieli sie przez 3 wi-
da¢ natychmiast (potegujemy 12 i 9). Aby pokaza¢ podzielno$¢ przez 5, ustalmy
ostatnig cyfre badanej liczby:

12% =12%* =144* nieparzysta potega liczby zakonczonej na 4 konczy sie na 4
9% parzysta potega liczby zakonczonej na 9 konczy sie na 1

Stad wyciggamy wniosek, ze badana liczba zakonczona jest cyfrg 5, wiec dzieli sie
rowniez przez 5.

Zadanie 65

Pewna liczba szeSciocyfrowa zaczyna sie cyfrg 2. Jezeli zabierzemy cyfre z miejsca
pierwszego i przeniesiemy na ostatnie to wartos¢ tak otrzymanej liczby zwiekszy sie
trzykrotnie. Jaka to liczba?

Rozwigzanie
Jezeli pie¢ ostatnich cyfr szukanej liczby oznaczymy przez x, to z warunkéw zadania
mozna utozy¢ nastepujgce réwnanie:

3(2-10° +x) =10x + 2
600000-2=7x = x=85714
Szukana liczba to 285714.

Zadanie 66
Iloma zerami w zapisie konczy sie Liczba 100! ?

Rozwigzanie

Nalezy ustali¢ przez jaka najwiekszg potege liczby 10 dzieli sie A =100!. Poniewaz
10=2-5, szukamy podzielnikéw liczby M przez 2 i przez 5. Co piaty czynnik z iloczy-
nu 1-2-3-...-100 dzieli sie przez 5. W$rdod nich co pigty dzieli sie przez 25. Razem
wiec mamy 24 czynniki dzielace sie przez 5 (100:5+20:5). w takim razie liczba M
dzieli sie przez 5**. Poniewaz w iloczynie 1-2-3-...-100 co druga liczba jest parzysta,
iloczyn dzieli sie przez 2*°, tym bardziej dzieli sie przez 2*. UstaliliSmy zatem po-
dzielnos¢ liczby M przez 5% -2** =10* . Wobec tego liczba konczy sie 24 zerami.
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Zadanie 67
Suma cyfr liczby trzycyfrowej wynosi 7. Pokazac, Ze ta liczba dzieli sie przez 7 jezeli
cyfry dziesiatek i jednosci sg takie same.

Rozwiagzanie
Oznaczmy cyfry przez abc. Z warunkOw zadania mamy a+b+c =7, oczywiscie a >0.
Stad a=7-b-c. Zatem liczbe mozna zapisac nastepujgco:

[ =100a +10b+ ¢ =100(7-b—c)+10b+c =700-90b—-99c = (700—91»—-98¢) + (b —c¢)

Pierwszy sktadnik ostatniej sumy dzieli sie przez 7. Pozostaje ustali¢ kiedy »—c dzieli
sie przez 7, czyli przy jakich warunkach b—c=7k? Poniewaz b i ¢ sq ze zbioru
{0,...,9}, k moze by¢ rowne %1 lub 0. Dla k =+1 dostajemy nieuporzagdkowane pary
cyfr {9,2}, {2,9}, {8,1}, {1,8}, {7,0}, {0,7}, ktére nalezy odrzuci¢ gdyz suma trzech
cyfr ma sie rownac 7. Dla k =0 dostajemy b=c.

Zadanie 68
Pokaza¢, ze dla dowolnego » zachodzi 8| (11" —3") (liczby postaci 11" —3" sg po-
dzielne przez 8).

Rozwiagzanie

Typowe zadanie na zastosowanie indukcji matematycznej. Wykonamy wszystkie kroki
dowodu indukcyjnego.

(I) Sprawdzenie indukcyjne: Dla » =1 mamy: 11' -3' =11-3=38.
(II) Zatozenie indukcyjne: Zaktadamy prawdziwosc¢ tezy czyli, ze 8| (11" —3")
(III) Dowdd indukcyjny

11" -3 =11.11" -3.3" = (8+3)-11" —=3-3" =8.11" +3- (11" -3")
Pierwszy sktadnik sumy po prawej stronie dzieli sie przez 8 w sposdb oczywisty, drugi
sktadnik dzieli sie przez 8 na podstawie zatozenia indukcyjnego. Na podstawie zasady
indukcji matematycznej stwierdzamy prawdziwos¢ tezy 3. Kolejne zadania pokaza, ze

rozumowanie indukcyjne moze odbiegac od przyjetego schematu.

Zadanie 69

Pokazac¢, ze jezeli x+1 jest liczbg catkowity, to catkowita jest réwniez liczba:
X

n

X +

X"
Rozwigzanie

Z tresci zadania wynika, ze sprawdzenie indukcyjne jest zbedne. Zaktadamy praw-
dziwos¢ tezy dla liczby n. Rozwazmy iloczyn:

54



Ciekawe zadania z matematyki - zbidr zadan dla zainteresowanego matematykg licealisty

1 1 1 _ 1 _ 1 1
XA X =X T = T | T
X X X X X X

Po lewej stronie rozpatrywanej réwnosci mamy iloczyn liczb catkowitych (na podsta-
wie treSci zadania i zatozenia indukcyjnego). Wobec tego suma po prawej stronie
rowniez musi by¢ liczbg catkowity. Pierwszy skfadnik sumy jest catkowity na podsta-
wie zatozenia indukcyjnego (skoro zatozenie obowigzuje dla liczby », tym bardziej
obowigzuje dla liczby »-1). W takim razie drugi skfadnik sumy takze musi by¢ cat-
kowity i tego nalezato dowieS¢.

Zadanie 70
Pokaza¢, ze dla kazdego naturalnego » zachodzi 6| (n® +5n).

Rozwigzanie
Dla n=1 otrzymamy 1+5-1=6. Zakladamy prawdziwos¢ tezy dla » . Liczymy:

(n+1)°+5(n+1) =n*+3n° +3n+1+5n+5=(n* +5n) +3(n* + n+2) = (n* +5n) + 3-[n(n+1) + 2]

Pierwszy sktadnik sumy dzieli sie przez 6 na podstawie zatozenia indukcyjnego, drugi
dzieli sie przez 3 i przez 2 (w nawiasie kwadratowym pierwszy skfadnik sumy jako
iloczyn kolejnych liczb jest parzysty a drugim sktadnikiem jest 2).

Zadanie 71
1 1

Pokaza¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej » >1 zachodzi i+ fb—>,
n+l n+2 2n 2

Rozwiagzanie
Mamy tu przypadek gdzie pierwszg liczbg, ktdéra ma spetniac teze nie jest 1. Za-

1 .
>— (mia-
n+k 2n

nownik po stronie lewej jest mniejszy od mianownika po stronie prawej). Stad:

uwazmy, ze dla dowolnego k=1, 2, ... ,n—1 zachodzi nierdwnos¢

1 1 1 1 1 1 1 1 n 1
+ +eet +—>—+—+ ot —t—=— ==
n+l n+2 2n-=1 2n 2n 2n 2n 2n 2n 2

n-1

Zadanie 72
Na ile sposobdw mozna przedstawic liczbe naturalng m w postaci sumy (bez sktadni-
ka 0)? Przykfad: 3=1+1+1, 3=2+1, 3=1+2

Rozwigzanie
Wezmy m jedynek 111...11 dowolne rozmieszczenie maksymalnie m—1 kresek miedzy

m

jedynkami, powoduje rozkfad liczby m na sktadniki sumy. Np. dla m =10 jeden z roz-
ktadow moze wygladac tak:
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11]111)1]1111
m=2+3+1+4

Kazda z kresek moze wystgpi¢ lub nie, co daje 2" mozliwosci, z ktdrych nalezy wy-
kluczy¢ brak kresek. Stad wynik 2" -1.

Zadanie 73
Iloma sposobami mozna przedstawic liczbe naturalng m >3 jako sume trzech sktad-
nikdw. Dwa sposoby rdznigce sie kolejnoscig sktadnikéw uwazamy za rézne.

Rozwiagzanie
Liczba m=1+1+1+...+1, w tej sumie jest m—-1 znakdéw ,+". Jezeli dwa znaki ,+
%,—/

m

zamienimy na kreski, otrzymamy przedstawienie m, o ktdbrym mowa w tresci zada-
nia. Np.: 6=1+1+1+1+1+1=1+1+1|1|1+1 tu zamieniono trzeci i czwarty ,+" i otrzy-

mano rozkfad 6=3+1+2. Powstaje zatem pytanie, na ile sposobéw mozna wybrac
dwa znaki ,,+"” z m—1. Jezeli znamy kombinatoryke to liczymy natychmiast:

4

m=-1)  (m-1)! (m-2)(m-1)
2 ) 2(m-3)! 2

Jezeli nie znamy kombinatoryki rozumowa¢ mozna nastepujgco. Pierwszy znak ,+”
wybieramy z m—1 elementdéw. Na kazdy z tak wybranych znakéw ,+" przypada drugi
wybrany juz m—2 elementéw. Dokonano zatem (m —1)(m —2) wybordw, ktdre liczone

sg podwoijnie (np. skrajny lewy ze skrajnym prawym oraz skrajny prawy ze skrajnym
lewym, ktore to wybory nalezy utozsamic). Stad otrzymujemy:

(m—2)(m-1)
2

Zadanie 74
Pokaza¢, ze dla dowolnych liczb naturalnych n, m jeden z pierwiastkow %/n, 4/m jest

niewiekszy od /3.

Rozwigzanie
1. Jezeli n=m to mamy pokazac, ze:

%<€/§|()3r1 — n3<3n

co jest prawdg dla kazdego n, 0 czym przekonuje nastepujgce rozumowanie induk-
cyjne:
3 =3.3">3n=n*+3n° +3n+(n -3’ +(n* =3n>n’+3n° +3n+1=(n+1)°
czyli:
(n+1)° <3
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2. Jezeli n#m to przyjmijmy, ze m <n wtedy:
m <ifn <33

Zadanie 75
Znalez¢ sume: 1 +3*+5° +...+ (2n-1)°

Rozwiagzanie

n(n+1) T
2

Wykorzystamy wzdr®: 1°+2° +3* +..+1° = {
Sumujgc do 2n otrzymamy:

13+23+33+...+(2n—1)3+(2n)3:[ >

[P +3 45 4.+ (2n-1)° |+ 2°+4°+6° + (2n)° | =’ (2n +1)°
P43 +5° +..+(2n-1°+2° (L +2°+ 3 +..+2° ) =n”(2n+1)’

2n(2n+1) T

2
P+3+5 +...+(2n-1)° +8{@} =n’(2n+1)°

P+3+5 +..+2n-1)° =n’2n+1)? - 2n° (n+1)
P+3+5 +..+2n-1)° =n’(4n* +4n+1-2n* —4n-2)
P+3+5 +..+(2n-1)7°=n*(2n* -1)

Zadanie 76
Znalez¢ wszystkie liczby naturalne rozpoczynajace sie cyfrg 6, ktore zmniejszajg sie
25 razy jezeli cyfre 6 skreslimy.

Rozwiagzanie
Szukane liczby majg budowe 6-10" +x gdzie x ma n—1 cyfr. Z warunkéw zadania
mamy:

6-10" 10"

6-10" +x=25x = x= =—=25.10""?, gdzie n>2
24 4

Szukane liczby to 62500...0, ke N.
k

Zadanie 77
Pokazac, ze nie istniejg liczby naturalne, ktdre po wykresleniu pierwszej cyfry zmniej-
szajq sie 35 razy.

Rozwigzanie
Zgodnie z warunkami zadania, gdyby takie liczby istniaty spetniatyby rownanie:

8 Patrz: Dodatek. Obliczanie sum.
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a-10" 5a 10"
34 17

a-10" +x=35x = x=

17 jest liczbg pierwsza, a {1,2,...,9} zatem wartoS¢ x nigdy nie bedzie naturalna.

Zadanie 78
Wykazac¢ nierdwnosc:

\/4+\/4+\/4+... <3
Rozwigzanie
Policzmy warto$¢ wyrazenia \/4+\/4+\/4+... =x czyli:

Vi+x=x = 4+x=x> = x*—x-4=0
1-17 1+17 (5 j
T< =—c —,3

A=1+16=17, x, = > .

0, x,

Zadanie 79
Pokazac, ze dla kazdego # liczba 3% —2* dzieli sie przez 35.

Rozwiagzanie
Pokazemy ze rdznica parzystych jednakowych poteg jest podzielna przez sume pod-
staw. Np. 8|5°-3%, 5|3 -2*.

Chcemy pokazaé, ze (x+y)|(x*"—y*"), wystarczy zauwazy¢, ze wielomian
W(x)=x>"—-y* zeruje sie na liczbie —y zatem zgodnie z twierdzeniem Bezouta’
dzieli sie przez dwumian (x+ y).

36n _26n — (33 )2’1 _(23)2n — 272n _82n = (27+8) | 272n _82n
Podobnie zauwazmy, ze wielomian G(x)=x*""+y** zeruje sie na liczbie -y, zatem
dzieli przez dwumian (x+y). Z czego wynika, ze suma nieparzystych jednakowych
poteg dzieli sie rowniez przez sume podstaw. Prawdg wiec jest, ze: 12|7°+5°,
13]|9° +4°.

Zadanie 80
Pokaza¢, ze dla kazdego catkowitego » zachodzi podzielnosc:
a) 3|n’-n b) 5|n°—n C) 7|n" —n

Rozwigzanie
W kazdym przypadku mozemy powotac sie na mate twierdzenie Fermata, ktdére roz-
strzyga o podzielnosci. Mozna tez dowodzi¢ bezposrednio:

° Mozna nie powotywac sie na tw. Bezouta a podzieli¢ bezpoérednio np. metodg Hornera.
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a) n”*—n=n("-1)=m-Dn(n+1) iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest po-
dzielny przez 3.

b) n° —n=n(n"-1)=nmn* -1 (n*+1) = (n-)n(n+1)(n* +1) jezeli liczba n konczy sie jed-
ng cyfrg ze zbioru {0, 1, 4, 5, 6, 9} to iloczyn (n-1)n(n+1) konczy sie cyfrg 0 lub 5.
Jezeli n konczy sie cyfra ze zbioru {2, 3, 7, 8} to czynnik (n*+1) konczy sie cyfrg 0
lub 5.

) n' —n=n(n"-1)= n[(n3)2 —12] =n(n’ -1)(n° +1) = n(n-1)(n* +n+1)(n+1)(n° —n+1)
jezeli n nie dzieli sie przez 7 to jest postaci n=7k+r gdzie re{l,2,...,6}. Dla r e{1,6}
czynniki (n—1)(n+1) dajg liczbe podzielng przez 7. Dla r €{2,3,4,5} liczbe podzielng
przez 7 dajg czynniki (n® +n+1)(n° —n+1).

Zadanie 81
Pokaza¢, ze 121| n° +3n+5.

Rozwigzanie

tatwo sprawdzi¢, ze n’*+3n+5=(n—4)(n+7)+33, to wyrazenie dzieli sie przez 11
jezeli iloczyn (n—4)(n+7) dzieli sie przez 11. Poniewaz rdznica (n+7)—(n—4) dzieli
sie przez 11 to kazda z liczb (n+7), (n—4) dzieli sie przez 11 lub nie dzieli rownocze-
$nie. Oznacza to, ze iloczyn (n—4)(n+7) dzieli sie przez 11° =121 ale przez 121 nie
dzieli sie 33 zatem nie dzieli sie tez suma (n—4)(n+7)+33.

Zadanie 82
Pokaza(, ze liczba 123456789ABCDE ,, dzieli sie przez 7.

Rozwigzanie
Podstawg systemu, w ktorym zapisano liczbe jest 15. Jej warto$¢ w systemie dzie-
sietnym to:

L=1.15"+2.15"+3.15" +...49-15° +10-15" +...+13-15+14

Wezmy liczbe 1+2+3+...+12+13+14 =105 i odejmijmy od L:

L-105=1-15"+2.15"% +3.15" +...4+13.15+14-1-2-3—-..-13-14 =
=1-(15"® -1)+2-(15” -1)+3- (15" =1) +...+13-(15-1)  (¥)

Zauwazmy, ze 15=2.7+1 = 15°=(2-7+1)°=n-7+1 = 15" =(2-7+1)" =n, -7+1
czyli dowolna potega liczby 15 daje przy podzieleniu przez 7 reszty 1. Wynika stad,
ze kazdy nawias w wyrazeniu (*) jest podzielny przez 7, a poniewaz 105=15-7 to
liczba L dzieli sie przez 7.

Zadanie 83
Pokaza¢, ze 100|11° 1.
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Rozwiagzanie
Skorzystamy ze wzoru™® x¥ —y?" = (x—y)(xF Xy + x4+ PR 4 P,
otrzymamy:

12° 190 = (11-1)(A2° +12° +117 +...+11+1)

W pierwszym nawiasie po prawej stronie mamy 10 w drugim nawiasie sume dziesie-
ciu liczb zakonczonych cyfrg 1, zatem liczbe zakonczong zerem czyli podzielng przez
10. Iloczyn liczb podzielnych przez 10 dzieli sie przez 100.

Zadanie 84
Jakie sg dwie ostatnie cyfry liczby 3°*°?

Rozwigzanie
Nalezy policzy¢ reszte z dzielenia liczby 3*° przez 100. Policzmy, co jest fatwiejsze
dwie ostatnie cyfry liczby'! 3 =(3°)™ =, 437 = (43" =, 49 =(49?)" =, 1% =1

zatem dwie ostatnie cyfry to 01. Zauwazmy teraz, ze 3°°=3.3"° jezeli wiec
3 =x.yz to yz-3=..01 = z=7, y=6 ostatnie cyfry liczby 3*° to 67.

10 Wzdr mozna sprawdzi¢ bezposrednio lub podzieli¢ wielomian W (x) = x*" — y*" przez dwumian
xX—y.
! symbol =,,, oznacza réwno$¢ modulo 100 czyli reszte z dzielenie przez 100. Patrz dodatek.
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3. Rownania i uklady réwnan.

Zadanie 85

Po obu koncach placu o szerokosci 10 m. umieszczono gtosniki tej samej mocy.
Z jednej strony 2 z drugiej 3 gtosniki. Gdzie nalezy stangé, aby stysze¢ dzwieki
z jednakowa sitg'??

Rozwiagzanie
Oznaczmy przez x odlegtoS¢ od grupy 2 gtosnikow, 10-x bedzie odlegtoscig od 3
gtosnikow (znajdujemy sie miedzy grupami). Z praw akustyki otrzymamy réwnanie:

2

3 (10— x)?
2(100—20x + x?) =3x°

x* +40x-200=0
(x +20) — 400 — 200 = (x + 20)? — (10/6)? =0
(x +20—10+/6)(x + 20 +104/6) = 0
x,=-20+104/6  lub  x,=-20-106

Przy rozwigzaniu najpierw wykorzystaliSmy wzor na kwadrat sumy a nastepnie na
roznice kwadratow. Aby jednakowo stysze¢ gtosniki nalezy stang¢ w odlegtosci
x, =-20+10v/6 od dwdch gloénikéw. Zauwazmy, ze chociaz x, =-20-10/6 jest licz-
ba ujemna nie znaczy to wcale, ze rozwigzanie trzeba odrzuci¢. Jest to jak najbar-
dziej poprawne rozwigzanie tyle, ze nalezy je wtasciwie zinterpretowac. Ujemna licz-
ba oznacza, ze nalezy stana¢ po przeciwnej stronie dwoch gtosnikdw niz punkt x,

(ktory jest miedzy gtoénikami) w odlegtoéci od gtodnikéw réwnej 20 +104/6 .

W akustyce dowodzi sie, ze miejscem geometrycznym punktéw, z ktorych jednakowo
stycha¢ grupe dwdch i trzech gtosnikow jest okrag. Wewnatrz okregu lepiej stychac
grupe dwoch gtosnikdw. Na zewnatrz grupe trzech. Na okregu styszalnoSc jest taka
sama. Uczynimy ten dowdd trescig nastepnego zadania.

Zadanie 86
Pokazac, ze miejscem geometrycznym punktdw, z ktdrych jednakowo gtosno stychac
dwie grupy dwdch i trzech gtosnikow, oddalonych o a jest okrag.

12 Przypomnijmy, ze sita dzwieku stabnie proporcjonalnie do kwadratu odlegtosci.
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Fro, 0) “T(a,0)

-

Rozwiagzanie

Wprowadzmy ukfad wspotrzednych w taki sposdb, ze jego $rodkiem bedzie punkt
z dwoma gtosnikami D(0,0) a o$ odcietych bedzie prostg przechodzacg przez punkty
umiejscowienia gtosnikdw D i T(a,0). Punkt K(x,y) lezy na szukanej krzywej. Z wa-
runkdw zadania mamy:

2_DK2_ (/x2+y2)2 B x2+y2

3 TK® (Jx—a)?+y?)? (x—a)’+)°

Przeksztatcajgc otrzymamy:

3x% +3y° =2(x* - 2ax+a*)+2y°
3x% +3y* —2x* +4ax—2a* -2y* =0
x* +4dax—2a*+y* =0
(x+2a)*+y* = (a\/g)z

Otrzymaliémy zatem réwnanie okregu o érodku S(—24,0) i promieniu r=a+/6, co
konczy dowdd. Zauwazmy, ze okrag ten przecina o$ odcietych w dwdch punktach o
wspotrzednych —2a—a+/6 oraz —2a+a+/6, co zgadza sie z wynikiem z poprzedniego
zadania.

Zadanie 87
W potudnie wskazowki godzinna i minutowa pokrywajg sie. O ktdérej godzinie wska-
zéwki ponownie sie pokryjg?

Rozwigzanie

Jezeli wskazdéwki ponownie pokryjg sie po czasie ¢, to wskazdwka godzinna pokona
droge x. Wskazéwka minutowa droge x+60. Wskazdwka godzinna porusza sie
z predkoscig v wskazéwka minutowa z predkoscig 12v (poniewaz przesuniecie wska-
zéwki godzinnej o 1/12 obwodu tarczy nastepuje w tym samym czasie co przesunie-
cie wskazdwki minutowej o caty obwdd tarczy). Stad otrzymamy réwnanie:

_x+60

12v

X
v

z ktérego wyliczamy x:
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12x=x+60 = x=@=5i
11 11

Poniewaz 1 minuta to jednostka drogi na tarczy, stad wynika, ze wskazdwki ponow-

nie spotkajg sie o godz. 13.051—51.

Zadanie 88

Dwie linie kolejowe lezg prostopadle do siebie i przecinajg sie w punkcie P. Pierwsza
linia prowadzi od stacji 4 oddalonej od punktu P o 40 km. Druga linia prowadzi od
stacji Boddalonej od punktu Po 50 km. W tym samym czasie wyjezdzajg z obu stacji
dwa pociggi. Oba podazajg w kierunku punktu P. Pocigg, ktory wyjechat ze stacji A
jedzie z predkoscig 48 km/h. Pociag, ktéry wyjechat ze stacji B. Jedzie z predkoscig
36 km/h. Nalezy ustali¢:

a) Jaka bedzie minimalna odlegtos¢ miedzy pociggami?
b) W ktdrej minucie jazdy zostanie osiggnieta?
c) Jaka w tym czasie bedzie odlegtos¢ pociggdéw od punktu P?

|

50 km
- —
< L
¥ P t B

40 km

Rozwigzanie

Zatézmy, ze najmniejszg odlegto$¢ pociggi osiggng po czasie ¢ minut od wyjazdu ze
stacji. Pocigg z A, ktory porusza sie z predkoscig 48 km/h to znaczy 800 m/min. prze-
jedzie w tym czasie odlegto$¢ 800 metréw. Pociagg z B, ktory porusza sie 36 km/h, to
znaczy 600 m/min. przejedzie 600 metrow. Po czasie ¢ odlegto$¢ pociggéw od punk-
tu Pwyniesie odpowiednio:

40000-8007 oraz 50000 -600¢
Wtedy odlegto$¢ miedzy pociggami (ktora na rysunku jest przeciwprostokgtng) be-
dzie réwna:
m = /(40000 —800¢)? + (50000 — 600r)? =100,/ (400—8¢)? + (500—61)° (*)

Odlegto$¢ m bedzie najmniejsza jezeli wartos¢ pierwiastka bedzie najmniejsza a ta
z kolei zalezy od wyrazenia podpierwiastkowego. Przypatrzmy sie funkcji:
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y = (400 —8x)? + (500 — 6x)?
Po oczywistych przeksztatceniach dostaniemy:

y =100x* —12400x + 41000

Zauwazmy, ze nie musimy rozwigzywac tu réwnania kwadratowego i wylicza¢ zmud-
nie pierwiastki, chodzi nam o to aby ustali¢ dla jakiego x funkcja osiggnie najmniejsza
warto$¢. Wykorzystamy w tym celu wzdr na wspotrzedng wierzchotka:

o b 12400,
2a 200

Po 62 minutach pociagi beda najblizej siebie. Wstawiajac te wielko$¢ do réwnania (*)
wyliczamy:

m= 100\/(400 —496)* +(500-372)* =100+/96% +128> =100~/25600 =16000

Pozostato policzy¢ odlegtos¢ pociggdw od punktu P. Mamy dla pociggu jadacego ze
stacji A oraz jadgcego ze stacji B odpowiednio odlegtosci:

40000-800-62=-9600 oraz 50000-600-62=12800

Nalezy zinterpretowac ujemny wynik dla pociggu ze stacji 4, ten pocigg znajdzie sie
po przeciwnej stronie punktu P niz to zaznaczono na rysunku w odlegtosci 9,6 km od
punktu A. Zadanie zostato w petni rozwigzane, najmniejszg odlegtos¢ 16 km pociggi
osiggng w 62 minucie jazdy, przy czym w tym czasie pocigg jadacy ze stacji A bedzie
oddalony od P o 9,6 km; pocigg jadacy ze stacji B bedzie oddalony od punktu P o
12,8 km.

Zadanie 89

Dwa samoloty w tym samym czasie wyleciaty na przeciw siebie z punktdw Ai B. Spo-
tkaty sie 100 km od $rodka drogi. Jezeli pierwszy samolot wyleciatby 20 min. pozniej
to spotkatby drugi samolot w 1/4 drogi. Jezeli drugi samolot wyleciatby o 20 min.
pozniej samoloty spotkatyby sie w potowie drogi. Jaka byta predko$¢ samolotdow?

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez x, y szukane predkosci odpowiednio pierwszego i drugiego samolotu,
a przez s odlegto$¢ miedzy punktami Ai B.

Jezeli pierwszy samolot wyleci 20 min. pdzniej i bedzie leciat przez czas ¢, to przeleci

droge %s, drugi natomiast przeleci droge %s. Réznica czasu lotu do spotkania wy-

niesie % godziny. Stad réwnanie:
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Podobnie jezeli drugi samolot wyleci 20 min. pdzniej niz pierwszy, otrzymamy réwna-
nie:

Jezeli samoloty leciaty taki sam czas, otrzymamy réwnanie trzecie:

Y1100 2 -100
2 2

y B X

Przeksztatémy ukfad:
35 s 4
vy x 3
s s 2
x y 3
i—izzoo(Ll]
Xy Xy

Uktad ten najprosciej rozwigza¢ metodg przeciwnych wspétczynnikow.

2s 6 K

y 3 y

2s 10 s 5
_=_j—=—

X 3 x 3

i_izzoo £+£ = £+£:i
Xy Xy x y 300

Wyznaczamy odwrotnosci x, y i podstawiamy do ostatniego réwnania.

i+i L = s = s=3800

3s 35 300  3s 300
Stad x =480 km/h, y=800km/h

Zadanie 90

Turysta przechodzi na drugg strone gory zaczynajgc marsz od podstawy A. Wspina
sie na szczyt Ci schodzi po przeciwnej stronie gory Bw takim samym czasie. W dro-
dze powrotnej turysta wspina sie 2 razy dtuzej niz schodzi. Obliczy¢ stosunek predko-
$ci schodzenia i wspinaczki, jezeli zatozymy, ze sg state dla obu kierunkéw ruchu.

Rozwigzanie
Oznaczmy predkosci przez V,,V,, odpowiednio wspinaczki i schodzenia. Poniewaz

drogi na szczyt i ze szczytu zajety tyle samo czasu mamy pierwsze rownanie,
w drodze powrotnej turysta 2 razy dtuzej sie wspinat niz schodzit, mamy uktad:
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AC _CB
A

CB_, 4C
v, v

Po przeksztatceniu réwnan otrzymamy:

ac_v.
CB V

s v, _1% = 2.V =V’ = VS:\/E
ac_1v. T v 2y, ST

Zadanie 91

Mamy dwie kooperujgce fabryki A i B. Jedna znajduje sie nad brzegiem rzeki, druga
po tej samej stronie ale oddalona od rzeki o a. Odlegto$¢ miedzy fabrykami wynosi c.
W jaki sposdb zaplanowac transport produktéw miedzy fabrykami jezeli wiadomo, ze
transport rzeczny jest dwukrotnie tanszy od lgdowego.

Rozwigzanie

I. Zauwazmy, ze najkrétsze drogi nie muszg oznaczac ,najtanszych” drég. Oznaczmy
przez x dtugo$¢ ewentualnego transportu rzecznego. Przez y oznaczmy dtugos¢ pozo-
statego transportu lgdem. Poniewaz transport lagdem jest dwukrotnie drozszy otrzy-
mamy, ze koszt transportu bedzie proporcjonalny do wyrazenia k =x+2y. Podsta-

wiajgc za x i y odpowiednie wartosci otrzymamy:

k=b—+y?—a®+2y

Przeksztatémy wyrazenie aby pozby¢ sie pierwiastka:

Vyi—a® =(b-k)+2y
yi—a’=(b-k)*+4y(b-k)+4y?
3y +4(b-k)y+(b-k)* +a* =0

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe ze wzgledu na y:
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A=16(b—k)2 —12(b—k)* —12a° = 4[(b—k)* —3a’]

- —4(b-k)+2,(b—k)* -3d” _ 2(k —b) (k- b)* —3a>

Y12 6 3

Zeby rozwigzanie miato sens, pierwiastek w liczniku powinien istnie¢ a co za tym
idzie musi by¢ spetniona nierdwnos¢ (k—b)* >3a*. Spdjrzmy na wyrazenie (k—b)’
najmniejsza jego warto$¢ oznacza najmniejszy koszt (poniewaz b jest state i dodat-
nie, k dodatnie). Najmniejszg mozliwg wartoscig wyrazenia jest 3z°. Mamy wiec
k—b=a+/3 a stad:

Za\/§
y =

3

3 3 43

Policzmy stosunek:

a
1 2273 243 2

Jest to sinus kata przy punkcie D. Stad wynika, ze kat przy punkcie D réwny jest 60°.
Poniewaz kat jest staty, nie zalezy od odlegtosci miedzy fabrykami. Aby transport byt
najtanszy nalezy zawsze budowac droge pod katem 60° do rzeki. Policzmy dtugosc
drogi wodnej dla najtanszego transportu:

a
y

x:b—ycosD:b—Z“*@i:b—&
3 2 3
k:x+2y:b—a;/§+4a3\/§:b+3a;/§:b+a\/§

II. Mozna rozwigzywaC zadanie korzystajgc z metod ustalania ekstremum funkciji.
Wtedy jednak w sposdb jawny nie wida¢ wartosci kata, pod ktérym nalezy budowaé
droge ladowaq. Pokazmy réwniez to rozwigzanie.

Niech z oznacza odcinek od konca drogi wodnej do odlegtosci fabryki B od rzeki
(patrz rysunek). Przy takich oznaczeniach funkcje kosztu transportu mozna uzaleznic¢

od zmieniajacego sie z:

f(@)=(b-2)+2Va" +z°
Zwré¢my uwage, ze w istocie jest to bardzo podobna funkcja do & z rozwigzania I.
Zmienna ze<0,b>. Policzymy pochodng funkcji f(z) pamietajac, ze jest to funkcja

ztozona (zmienna pod pierwiastkiem).

J e P T VI R

2Va? +z* Va?+z°
Sprawdzamy kiedy pochodna sie zeruje.

f(2)=0
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=1
a’+z°

2z=~a*+z*
4z° =a® +2°
J3 3

Nalezy sprawdzi¢ jakiego rodzaju ekstremum osigga funkcja w znalezionym punkcie.

W tym celu zauwazmy, ze:
a2 - a3 < a4 _2_a
3 3 3 3

Policzmy warto$¢ pochodnej z lewej i prawej strony punktu zerowania:

2\/§a
f,(a\/E: 3 _1:2\/21 3 1 2\/_ \/_—1<O
3 114 3 il L
9
4a
r4y-_8 4 4 3 ,_ 4 oA
3 13a2 3 a'\/ﬁ \/E
9

Z powyzszego wynika, ze funkcja w znalezionym punkcie osigga minimum, ktérego
wartos¢ wynosi:

2
\/_ \/§+2 , 3a _b_a\/§+ax/ﬁ_b+2a\/§_a\/§=b+a\/§

a —_— = =
3 9 3 3 3 3 3
Dtugos¢ drogi rzecznej bedzie wiec réwna:
eebozop a3
3
Dtugos¢ drogi lagdowej:
2
y=va’+z° = 2+3i:2a\/§
9 3
sinp=2 = ﬁ
y 2

Wyniki w obu sposobach rozwigzana sg oczywiscie zgodne, natomiast kazdy ze spo-
sobdw unaocznia pewng informacje dodatkowa.
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Zadanie 92

Trzy matzenstwa wybraty sie wspdlnie na zakupy. Panowie mieli na imie Jan, Marek
i Adam. Panie Anna, Ewa i Dorota. Ktéry pan byt mezem, ktérej pani nie wiemy. Wie-
my natomiast, ze kazda z oséb zaptacita za kazdg zakupiong rzecz tyle ztotych ile
rzeczy kupita. Wiadomo ponadto, ze kazdy z mezéw zaptacit o 63 zt wiecej od swojej
zony. Jan zaptacit o 23 zt wiecej od Anny, a Marek o 11 zt wiecej od Ewy. Prosze
ustali¢ kto z kim jest matzenstwem i ile towardow zakupili.

Rozwigzanie
Jezeli maz kupit x przedmiotdw, to zaptacit za nie x* ztotych (za kazdy przedmiot po
x ztotych). Podobnie jezeli jego zona kupita y przedmiotdw, to zaptacita za nie y?
ztotych. Ponadto z warunkdw zadania wynika, ze x°—y? =63. Przeksztatcimy ostat-
nig rownos¢:

(x—=»)-(x+y)=63 (¥)

Po roztozeniu 63 na czynniki dostajemy 63=3-3-7, w takim razie rownanie (*) moze
mie¢ nastepujgce kombinacje rozwigzan:

x—y=1 x—y=3 x—y=7

x+y=63 x+y=21 x+y=9
Zauwazmy, ze rdznica jest dodatni wobec tego jest mniejsza od sumy, dlatego po-
wyzsze uktady wyczerpujg wszystkie mozliwosci. Rozwigzaniami powyzszych uktadéw

sg liczby (najprosciej wydaje sie skorzysta¢ z metody przeciwnych wspétczynnikow,
wystarczy dodac stronami rownania):

X = 32 X 212 X = 8

y=31 y=9 y=1
Przystgpimy teraz do analizy logicznej wyniku. Skoro Jan zaptacit o 23 zt wiecej od
Anny, to Jan jest w pierwszej parze, Anna w drugiej (32=23+9). Skoro Marek zapta-

cit o 11 zt wiecej od Ewy, to Marek jest w drugiej parze, Ewa w trzeciej (12=11+1).
Mamy zatem:

Anna — 9 Ewa —>1

Jan — 32 Marek —>12 Adam — 8
Dorota — 31

Zadanie 93

Motocyklista, rowerzysta i pieszy poruszajg sie po drodze w jednakowg strone ze sta-
tymi predkosciami. O 12 godzinie motocyklista znajduje sie przed rowerzystg w odle-
gtoéci trzy razy mniejszej, niz odlegtoéé rowerzysta od pieszego. O godzinie 12'° mo-
tocyklista dogania rowerzyste a o 12* dogania pieszego. O ktdrej godzinie rowerzy-
sta dogoni pieszego?
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Rozwiagzanie

Oznaczmy potozenie motocyklisty przez M, rowerzysty przez R, pieszego przez P. Je-
zeli odlegto$¢ miedzy motocyklistg a rowerzystg o godzinie 12 oznaczymy przez S, to
odlegto$¢ miedzy motocyklistg a pieszym wyniesie S+3S. Predkosci poszczegdinych
uczestnikéw ruchu oznaczmy odpowiednio przez V,,, V,, V,. Niech ¢ oznacza czas,
po ktorym rowerzysta dogoni pieszego.

W czasie 15 min. motocyklista pokonat S i jeszcze ten kawatek drogi, ktory przejechat
przez 15 min. rowerzysta. Zatem o godzinie 12*° sytuacje na drodze przedstawia
rownanie:

%VM :S+%VR

W czasie 40 min. od poczatku obserwacji motocyklista dogania pieszego a wiec po-
konuje droge 4S i dodatkowo ten kawatek, ktory pieszy pokona przez 40 min. Stad
rownanie:

%VM =45 + %VP

Po czasie ¢ rowerzysta dogania pieszego:

tVy=3S+tV,
EVM=S+£VR
4 4 vV, —V,=4S
2 2 Vi=Vp =28 3
—V,=45+=V, = 3V, -V,=65§ = = 2t§5=3§ = t=—
3 3 ) _ag t(V,-V,)=3S 2
tV,=3S+tV, Wi =Ve)=

Rowerzysta dogoni pieszego po péttorej godziny, to znaczy o 13%.

Zadanie 94

Nad rzeka znajdujg sie dwie przystanie. W gérnym biegu przystan A i oddalona od
niej o 400 km, w dolnym biegu przystan B. Motoréwka ptyngc od A do Bi z powro-
tem, z cztero godzinnym postojem na przystani B, pokonuje te droge w ciggu doby.
Podczas jednego z rejsdbw motordwka miata w drodze powrotnej awarie. Musiata za-
cumowac na 2 godziny 100 km od przystani A. W rezultacie awarii predkos¢ podrozy
na kocowym odcinku zmniejszyta sie dwukrotnie i wliczajgc postdj, podréz na tym
odcinku trwata tyle, co droga od A do B Nalezy znalez¢ predko$¢ motordwki
W stojgcej wodzie oraz predkos¢ nurtu rzeki.

Rozwigzanie
Oznaczmy predkos¢ nurtu przez V, a predkos¢ motorowki w stojgcej wodzie przez

V., . Przy typowym kursie (bez awarii) do czasu podrézy od A do B dodajemy czas
podrézy od Bdo A i otrzymujemy 20 godziny. Nalezy pamietaé, ze ptynac z nurtem
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predko$¢ motorédwki sumuije sie z predkoscig nurtu. Ptyngc pod prad predkos¢ moto-
rowki zmniejsza sie o predkos¢ nurtu. Ruch ten mozna opisa¢ réwnaniem:

400 400

+ =20
Vy+Ve Vi, —Vy

Podczas kursu awaryjnego, zaszty dwie rzecz. Po pierwsze predkos¢ podrézy (czyli
predko$¢ motorowki pomniejszona o predkos¢ nurtu) od pewnego momentu zmniej-
szyta sie dwukrotnie. Po drugie nastgpit dwu godzinny postdj. Koncowg droge moto-
rowka pokonata w takim czasie, z postojem, jak zwykle droge od A do B. Mamy wiec
rownania:
100 400
+2=
VM - VR VM + VR
2

Rozwigzujemy uktad (najtatwiej metodg przeciwnych wspotczynnikéw):

400 400 _,, 400 400 600 100
V,+Ve V, -V, + =20 =18 =3
Vi, +Ve Vy,—V; Vi, —Vx Vi =Vx
100 400 = = =
+2= 200 400 1200 50
Vv =V Vv, +V, T =— =24 -
> v —Va v Ve Vi, +Ve Vi +Ve
v, =412
100=3),, -3V M T
{50 =V, ; v, R 1 ?
RS v, =8>
3
Zadanie 95

Pocigg przejezdza koto obserwatora w czasie ¢ sekund, nastepnie wjezdza na most
dtugosci « metrow i z tg sama predkoscig przejezdza przez most w czasie ¢, sekund.
Znalez¢ dtugosc i predkos¢ pociggu.

Rozwiagzanie
Zauwazmy, ze czas ¢ to jest czas, ktdéry mierzymy od miniecia obserwatora przez

poczatek lokomotywy do miniecia obserwatora przez koniec ostatniego wagonu. Po-
dobnie czas ¢, to jest czas, ktdry mierzymy od wjechania poczatku lokomotywy na

most az do zjechania z mostu konca ostatniego wagonu. Wida¢ to na rysunku poni-
zej:

R pociqg Y, most pocigg
Y
tl
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Jezeli dtugos¢ pociggu oznaczymy przez x to z warunkéw zadania otrzymujemy na-
stepujace réwnanie:

X at+x

yV=—=

tl tZ

= Lx=ta+4x

(tz—tz)xztla = x= y V=

Zadanie 96
Rozwigzac¢ ukfad rownan w liczbach naturalnych:

a®—b*—c® =3abc
a’=2(b+c)

Rozwigzanie
Poniewaz rozwigzaniem ma by¢ w liczbach naturalnych, wiec 3abc > 0. Stad:

C-b-c>0 = P>+ = B> Ad>E = a>bra>c = 2a>b+c
4a>2(b+c) = 4a>a’® = a<4 iaparzyste (bo o parzyste), zatem:
a=2 = b=1 c=1

Zadanie 97
Rozwigzac w liczbach catkowitych uktad réwnan:

x+y=2
xy—z> =1
Rozwigzanie

(I) xy-z"=1= xp=1+z*> = xy>1 z drugiej strony Srednia geometryczna jest

xX+y

mniejsza badz réwna éredniej arytmetycznej \/xy < -1 = Jxy <1 = xy<1 Bio-

rac pod uwage dwie koncowe nierownosci otrzymujemy xy=1 = x=1, y=1, z=0.

() x+y=2 = y=2-x = x(2-x)-z"=1 = 2 =—x"+2x-1 = 2> =—(x-1)* kwa-
drat nie moze by¢ ujemny, zatem z*=0 = z=0, x=1, y =1.

Zadanie 98

Rozwigzac w liczbach catkowitych uktad réwnan:
x* -y =26
x’y—xy° =6

Rozwigzanie

. 2 2 — 2 2
(=) +y+y) =26 _ ray+y’ 13 X2 10 odstawmy 1= X
xy(x—y)=6 Xy 3 y x 3 y
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2210 s 0430, A-p4, =078 .1, 1048 4
t 3 6 3 6
x 1 - , , x=-1
—=3 = 3x =y po podstawieniu do uktadu rownan mamy 3
y ==

1.3« =3y po podstawieniu do uktadu réwnan mamy {x
y

Zadanie 99%

take na ktdérej pasg sie byki podzielono na trzy czesci. Na czeSci pierwszej o po-
wierzchni 3,3 akra pasto sie przez 4 tygodnie 12 bykdw. Na drugiej czesci o po-
wierzchni 10 akréw pasto sie przez 9 tygodni 21 bykéw. Byki miaty jednakowy apetyt
i zjadaty trawe réwnomiernie zardowno te, ktdrg na tace zastaty, jak i te ktdra odra-
sta. Trzecia cze$S¢ tgki ma powierzchnie 24 akrow. Ile bykéw nalezy na nig wpusci¢
aby mogty sie pas¢ przez 18 tygodni. Zatdzmy, ze trawa kazdego dnia ma jednakowy
przyrost, oraz jednakowg wysokos¢ poczatkowa.

Rozwiagzanie
Oznaczmy przez y wysokoS¢ poczatkowg trawy a przez x jej dzienny przyrost. W ta-
kim razie objetos¢ trawy na poszczegdinych czesciach taki bedzie nastepujaca:

%(y+7-4x) 10(y +7-9x) 24(y +7-18x)

Oznaczmy przez z liczbe bykdw, ktdrg nalezy wpusci¢ na trzecig czes¢ faki. Na po-
szczegOlnych czeSciach taki kazdy byk dziennie bedzie zjadat nastepujacg iloS¢ trawy:

10
3 74 10(y +7-9x) 24(y+7-18)

12-7-4 21-7-9 z-7-18
Pamietajac, ze byki majg jednakowy apetyt uzyskujemy uktad réwnan:

5(y+28x) 10(y+63x) 4(y+126x)
6-12-7 21-7-9 z-7-3

Z pierwszej pary mamy:
5(y+28x) 10(y+63x) N 5(y+28x) 10(y+63x)
6-12-7 21-7-9 8 21

= 105y +105-28x =80y +80-63x

25y =2100x => y =84x Obliczong warto$¢ y podstawiamy do drugiej pary:

13 To zadania zostato utozone przez Isaca Newtona dla studentdw, kiedy zostat profesorem matema-
tyki w Trinity College (Cambridge).
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10(y +63x)  4(y+126x) N 10(y +63x)  4(y+126x)

— 102(84x +63x) = 252(84x +126x)
21-7-9 z-7-3 21-3 z

L 252-210x _36
10-147x

Zadanie 100

Trzy beczki o jednakowej objetosci zaczynamy w tym samym momencie napetniac
woda. Pierwsza beczka byta pusta a w drugiej i trzeciej byto juz troche wody. Pierw-
szg beczke napetniamy z szybkoscig 10 litrdw na minute, drugg z szybkoscig 8 litrow
na minute a trzecig 6 litrdw na minute. Wiadomo, ze beczki napetnig sie w tym sa-
mym czasie. Ile razy wiecej wody byto na poczatku w beczce trzeciej w pordwnaniu
z druga?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez v objetos$¢ kazdej z beczek a przez ¢ czas ich napetnienia. Przyjmij-
my, ze na poczatku w drugiej beczce byto x a w trzeciej y wody. Chcemy obliczy$
stosunek y:x.Z warunkdw zadania otrzymamy ukfad:

v =100¢

yv=x+80r =

{100t =x+80¢ {x =20¢
= yix=2

=
100z = y + 60¢ =40t
v=y+60¢ Y Y

Zadanie 101

Mamy trzy rodzaje zetonédw o nominatach 4, b, ¢ ztotych. Zeton 4, dwa Zetony b oraz
trzy zetony c dajg razem 14 ztotych, trzy zetony q, pie¢ zetondw b i jeden zeton c
dajg razem 31 zt. Jakg kwote da razem dziewie¢ zetondw a, szesnascie zetondw b
i jedenascie zetonow c?

Rozwigzanie
Biorgc pod uwage warunki zadania otrzymujemy uktad réwnan:

a+2b+3c=14
{ *)

3a+5b+c=31

Poszukujemy nastepujgcej wartosci sumy: 9a+16b6+11c. Z ukfadu réownan (*) nie
mozemy wyliczy¢ niewiadomych a, b, c. Mozemy natomiast wartoS¢ sumy przedstawic
jako kombinacje liniowg lewych stron uktadu (*):

9a+16b+11c = a(a+2b+3c) + B(3a +5b +c¢) (**)
Otwierajgc w rownaniu (**) nawiasy, porzadkujac je i poréwnujgc strony otrzymamy:

9a+16b+11lc=(a+3pL)a+(a+58)b+ (3a+ f)c
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a+36=9

a=3
2a+54=16 =

p=2
3a+ p =11

Biorgc pod uwage (**) szukana warto$¢ sumy wynosi:

9a+16b+11c =3(a+2b+3¢c) +2-(3a+5b+c) =3-14+2-31=104

Zadanie 102

take podzielono na trzy czesci, przy czym trzecia czeS¢ to 2/5 catej faki. W ciggu dnia
wykoszono potowe czesci pierwszej, 3/5 czesci drugiej i catg czeS¢ trzecig, co tgcznie
stanowi powierzchnie trzykrotnie wiekszg od czesci drugiej. Jaki procent catej faki
wykoszono w ciggu dnia?

Rozwigzanie

Oznaczmy powierzchnie tgki przez s, powierzchnie czesSci pierwszej przez x, po-
wierzchnie czesci drugiej przez y. Chcemy policzy¢ stosunek 3y:s wyrazony w pro-
centach. Z warunkdw zadania mamy uktad rownan:

2
X+y+—s=s
5x+5y =3s
S d = 65-10y+8s=48y = 7s=29y = 3—y:ﬂz72,4%
x 3 10x+8s =48y s 29
—+—y+—s5=3
2 5 5

Zadanie 103

Postawiono dwie puste beczki roznej pojemnosci obok siebie. Cztery krany o jedna-
kowej wydajnosci napetniaty pierwszg beczke. Kiedy pierwsza beczka byta napetnio-
na w 1/5 objetosci przetgczono jeden kran do beczki drugiej. Kiedy pierwsza beczka
byta napetniona w potowie, przetgczono drugi kran do beczki drugiej. Obie beczki
skonczono napetnia¢ w tym samym czasie. Jaki jest ich stosunek objetosci?

Rozwiagzanie

Oznaczmy objetos¢ pierwszej z beczek przez x, objetos¢ drugiej beczki przez y. Wy-
dajnos¢ kranu oznaczmy przez z (ilos¢ litrow wody wyptywajgcej w jednostce czasu)
Mamy policzy¢ x:y. W momencie drugiego przetgczeniu krandw obie beczki miaty do

napetnienia te samg objeto$¢ (kazdg napetnialy dwa krany w tym samym czasie).
Czas, ktory uptynat pomiedzy pierwszym a drugim przytgczeniem krandw wynosi:

3)

= x

2 5
3z

Czas ten liczymy od objetosci %x do objetosci %x napetnianej 3 kranami. W tym

czasie do drugiej beczki wlano wody (jednym kranem):
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W momencie przefgczenia drugiego kranu pierwsza beczka byfa nienapetniona w po-

towie, druga w y—%x objetosci. Wielkosci te sg rdwne, mamy zatem:

—x=y—-—x = 6x=10y = —=

1 1 xE
2 10 y 6

_>
3

Zadanie 104

Z punktu A do punktu C oddalonego o 30 km wyjechat motocyklista. Rdwnoczesnie
z punktu B lezgcego pomiedzy A i C, 20 km od A w kierunku C, wyszedt piechur, na-
tomiast z C w kierunku A wyjechat rowerzysta. Po jakim czasie motocyklista dogoni
piechura jezeli wiadomo, ze nastgpi to pot godziny po spotkaniu motocyklisty z rowe-
rzystg i czas, ktéry uptynat do spotkania motocyklisty z rowerzystg jest dwa razy
diuzszy od czasu, ktdry uptynat do spotkania piechura z rowerzystg?

Rozwigzanie

Oznaczmy predkos¢ motocyklisty, piechura i rowerzysty odpowiednio v, v,, v, km/h.

Czas, ktory uptynat do spotkania motocyklisty i rowerzysty oznaczmy przez ¢. Na pod-
stawie tresci zadania otrzymujemy uktad trzech réwnan:

%0
(v, +7,)t =30 GG
t 20
+v)—=10 = +y =—
(v, vr)2 v, +V, ;
20

vm(t+1j:20+vp(t+ij Vu "V, =1

2 2 i+

Komentarza wymaga trzecie rownanie. Po czasie t+E motocyklista dogania piechura

to znaczy przebywa droge 15 km (taki dystans ich dzielit na poczatku) plus droge,
ktorg w tym czasie przeszedt piechur. Po odjeciu rdwnan stronami mamy:

10
v, =V, =—
m P t
10 20 1
20 =T o 2=+ = t==
V,—V, = fez 2
t+= 2

Motocyklista dogoni piechura po godzinie.
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Zadanie 105

Z punktu A do punktu B wyruszyt piechur. W tym samym czasie z punktu B do A wy-
ruszyt samochdd. Po spotkaniu piechura, samochdd nawrdcit i podwidzt go do B, na-
stepnie ponownie nawrdcit i pojechat do A. W rezultacie tych manewréw kierowca
dotart do punktu A w czasie dwa i pot raza dtuzszym niz gdyby jechat bezposrednio.
Ile razy szybciej piechur dotart do punktu B, korzystajac z podwdzki?

Rozwigzanie
Oznaczmy predko$¢ piechura i samochodu odpowiednio przez v,, v, km/h. Odlegtos¢

miedzy punktami A i B oznaczmy przez s, a droge, ktdrg przebyt samochdd do czasu
spotkanie pieszego s,. Z warunkOw zadania otrzymamy réwnanie:

So 5 _Sp+2s

3
v 2 , = 5S; =25, +4s, = slzzso

s

Piechur i samochdd tyle samo czasu podrézowali do momentu spotkania zatem:

L s
1 °0 1 °0
v, v, v, Y,

Czas podrozy piechura gdyby nie byt podwozony réwny jest: Jo
N
p

1
. R ZSO gso s
W przypadku podwiezienia czas ten wynosi: + = =2
v, 3, 3v, 2v,
Stosunek tych wielkosci to: o . ZS—O =2
VP VP

Piechur korzystajac z podwdzki dotart do celu 2 razy szybciej.

Zadanie 106

Kupiono kilka czekolad i lizakdw. Na czekolady uzyskano znizke 1,5 zt i zaptacono
10,5 zt, za lizaki zaptacono 0,5 zt. Czekolad jest o 6 sztuk wiecej niz lizakdw a cena
jednej czekolady jest wieksza od ceny lizaka wiecej niz o ztotowke. Ile czekolad i ile
lizakéw kupiono i po ile one kosztowaty?

Rozwigzanie
Niech x oznacza ilo$¢ lizakdow w cenie ¢ zt za sztuke. Czekolada niech kosztuje k zt. Z
tresci zadania wynika ukfad:

xt=0,5 o= 105 05 o
(x+6)k=10,5 = | *¥6 ’56—'—5>1 — 10,5x—0,5(x+6) > (x+6)x
k—t>10 (== X
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10x-3>x>+6x = x*—4x+3<0, A=4, x=1x,=3 xe(l,YArxeN = x=2

Kupiono 2 lizaki po 0,25 zt oraz 8 czekolad w cenie (10,5+1,5):8=1,5 zt za sztuke.

Zadanie 107

Basen jest napetniany przez » szlauchow. Gdyby pracowaty pojedynczo, to pierwszy
napetnitby basen w ciggu 2 godz., drugi w ciggu 4, trzeci 8 itd. Ile najmniej potrzeba
szlauchéw aby napetnic¢ basen w ciggu 61 minut? Czy mozna napetni¢ basen w czasie
krotszym od godziny?.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez v objetos¢ basenu. WydajnosS¢ pierwszego szlaucha to %, drugiego

%, trzeciego g, ..., n - tego ZL Jezeli pracujg razem to wydajnos¢ takiego zespotu

1
v vy v (11 1 1y 1175 1
WYNoSi: —+—+—+..+—=V| —+—S+—o+..+— =V =y|1l-—|. Czas na-
2 4 8 2 2 222 2" 2 1 2"
2
petniania objetosci v przy takiej wydajnosci to: LA . Pytamy dla jakiego

1 1
1-— | 1-—
V( 2"j 2"

najmniejszego » czas ten nie przekroczy 16_10 (jednostka sg godziny), czyli:

LSQ = 60£61—g = gsl = 61<2" = n==6
1_i 60 2" 2"

21’!

Gdyby bylo mozliwe napetnienie basenu w ciggu godziny, ponizsza nierdwnos$¢ mia-
taby rozwigzanie:

1 <l > 1£1—i = iSO
2}1 2"

1-—
2}1

Do napetnienia basenu potrzeba 6 szlauchdw, nie jest mozliwe napetnienie basenu
W czasie mniejszym lub rownym godzinie.

Zadanie 108

Tokarz na nowej tokarce wytacza wiecej niz 8 kompletnych elementéw w ciggu go-
dziny. Na starej tokarce takich samych elementéw, w tym czasie, wytacza o 3 mniej.
Dzienng norme na nowej tokarce tokarz wypracowuje w ciggu kilku petnych godzin.
Dwoch tokarzy na starych tokarkach takg samg norme wypracowujg o godzine wcze-
$niej. Ile elementdéw nalezy wytoczy¢ aby wypracowac dzienng norme?
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Rozwiagzanie
Oznaczmy przez x ilos¢ detali, ktdre tokarz wytacza na nowej tokarce w ciggu godzi-

ny, y niech oznacza dzienng norme. Mamy x,y € N. Ponadto 2 jlog¢ godzin potrzeb-
X

na do wypracowania normy przez jednego tokarza na nowej tokarce, gdzie LeN.

X
X Y 3 ilo$¢ godzin potrzebna do wypracowania normy przez dwdch tokarzy na sta-
y_
rej tokarce. Stad réwnanie:
—_— —_— 2 —_—
y gyttt 1 2x=9-x o 20 -6bx
2(x—-3) X y x 2(x-3) vy 2(x-3)x x—6
2
b= 2x _6x:2x+6+ 36
x—6 x—6

Poniewaz x,y €N musi by¢ (x—6)|36 i x>8 a to daje nastepujgce mozliwosci:

X 9 10 12 15 18 24 42
36 12 9 6 4 3 2 1
x—6

y 36 35 36 40 45 56 91

Dodatkowy warunek LeN spetniony jest tylko w dwdch kolumnach, zatem dzienna
X

norma wynosi 36 elementy.

Zadanie 109

Z punktu A do punktu B wyszedt turysta. 40 minut pdzniej w $lad za nim wyszedt
nastepny. Do punktu B przybyt najpierw pierwszy z turystéw a godzine i 40 minut po
nim, przybyt drugi. Ile czasu kazdy z turystow potrzebuje na przejscia drogi z A do B
jezeli pierwszy porusza sie z predkoscig 1,5 razy wiekszg od drugiego?

Rozwiagzanie
Oznaczmy przez s droge od A do B, przez v,, v, odpowiednio predkos¢ pierwszego

i drugiego turysty, przy czym v, =gv2. Pierwszy turysta droge od A do B pokonat

. S . . S s .
W czasie —, drugi w czasie —, stad réwnanie:
V. \%

Sq2 2.8 S g8 025 48 g 8 25 S5 g
v 3 3 v, §v v, v, v, 3v, 3v, v,
22
s_s s 245,
v, 3 3v2 3
Sy, 2
2 2
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Zadanie 110
Jaki jest stosunek dwoch liczb, ktérych stosunek $redniej arytmetycznej do $redniej
geometrycznej wynosi a:b . Jakie zatozenia nalezy poczynic o a i b?

Rozwigzanie
Interesuje nas stosunek x: y.

x;y:@:a:b = b~x+Ty=a-\/E = b(x+y)=2a\/5

Dzielgc ostatnie rownanie przez y otrzymamy:

b(£+1jzza\/g, oznaczmy t=\/E
y Y Y

bt* +b=2at = bt*-2at+b=0, A=4a’ —4b*

; _2a—2\/a2—b2 _a—\/az—b2 . 2a+2\a® - b? _a+\/az—b2
- - b n 2b - b

! 2b

tatwo sprawdzi¢, ze:

a—~a® -b? ‘a+\/a2 —-b° B a’ —(a* -b%) B

1
b b b’

Zatem liczby te sg wzajemnie odwrotne. Wyrazenie ma sens jezeli a >b.

Zadanie 111

Znalez¢ cztery liczby tworzace cigg arytmetyczny i cztery liczby tworzace ciag geome-
tryczny, ktdre po dodaniu wyrazéw o tych samych numerach w obu ciggach dajg na-
stepujace sumy: 27, 27, 39, 87.

Rozwiagzanie
Cigg arytmetyczny, o ktdrym mowa to: x, x+r, x+2r, x+3r. Cigg geometryczny, to:

v, vq, vq°, yq° . Z tresci zadania wynika uktad:

x+y=27 . , 12
x+r+yq=27 r+y(q-1)= y(g-1)=~r F—E
2 = yr+yq(g-1)=12 = jr-qr=12 =
x+2r+yq° =39 (g -1) 48 . _ 4 12 (1—q?) =48
+ —1)= — = - =
x+3r+yq° =87 ARG T 1-¢g

Od drugiego réwnania odjeto pierwsze, od trzeciego drugie i id czwartego trzecie.
Ostatnie rownanie upraszczamy:

12(1+q) =48 = 1+g=4 = q=3, r=-6
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Podstawiajgc do pierwszych dwoch réwnan otrzymamy:
x+y=27 y=3
=
x—6+3y=27 x=24

24,18,12,6i3,9, 27, 81

Szukane ciagi to:

Zadanie 112
Rozwigzac¢ ukfad rownan:

x* +y? 22" = 2a°
x+y+2z=4(a"+1)

2 2
zi—xy=a

Rozwiagzanie
Po przeksztatceniu podnieSmy drugie réwnanie do kwadratu i dodajmy do niego
przecie pomnozone przez 2, po czym odejmijmy od catosci rownanie pierwsze:

x*+y? =22" +2a° x* +y? =22"+2a°
x+y=4a’+1)-2z = {x*+y*+2xy=16(a” +1)* +4z> -16(a” +1)z
—xy=a*-z2° —2xy=2a*-22°
X’ +y* =22 424" 0=16(a” +1)* -16(a* +1)z
=
x* +y® =16(a® +1)* +2z* +2a° —16(a’ +1)z z=a’+1

Teraz drugie i trzecie réwnanie tworzg uktad:

+y=2(a®+1
{x e ):X[Z(a2+1)—X}:a4+a2+1:>x2—2(a2+1)x+a4+a2+1:0

xy=a*+a’+1
A=4(a®+1)? - 4" +a’ +1) =4a?, A =2]a|
x_2(a2+1)—2|a|_ _2(a2+1)+2|a|_

A > a’—la|+], x, = i =a’+|a|+1

{x1:a2—|a|+1 {x1:a2+|a|+l

yl:a2+|a|+l yl:a2—|a|+l

Zadanie 113
Rozwigzac¢ ukfad rownan:

xX+y=a
xS +y5 — bS
Rozwigzanie
Przeksztatémy wyrazenie:
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(x+y)° = (x°+°) =5x"y +10x°y* +10x%y* + 5xp* = 5xy(x3 +2x%y +2x)° +y3) =

=5xy [(x +9)° +xp(x+ y)]
Podstawiajgc w tym réwnaniu xy = otrzymamy réwnanie kwadratowe wzgledem ¢:
a’—b° =5t(a’ +ta) = 5at’ +5a°t+b° —a’ =0, A=25a° —20a(b’ —a°) = 454° — 20ab°

—5a* —/454° = 20ab® . —5a° +/45a® — 20ab®

! 10a 2 10a

Nasz uktad przyjmie postac:

xty=a —a* -4t Na? -4t
{ yt = x(a—-x)=t = x*—ax+t=0, A=a’ -4, xlz%,xzz%
xy =

Stad mamy rozwigzania:

a—a® -4t _a+\/a2—4t

Xy =——-— X, =
2 2
a+a® -4 a—~a® -4t
ylzf J’z:#

gdzie w miejsce ¢ nalezy podstawic:

. —5a* +/45a° — 20ab®

10a

Zadanie 114
Rozwigzac¢ ukfad rownan:
x+y+tz=a

¥ +y*+z°=d°
¥ +y°+2° =4
Rozwigzanie
Wezmy tozsamosc:
(x+y+z)° = (x> +y*+2°)=2xy+2xz+ 2yz

Podstawiajgc w tej tozsamosci wartosci prawych stron rownan z uktadu otrzymamy:

xy+xz+yz=0 @)
Podobnie wezmy tozsamosc:
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(x+y+2)° =P+’ +2°)=3(x+ ) (x+2)(y + 2)
Podstawiajgc wartosci prawych stron odpowiednich réwnan otrzymamy:

(x+y)(x+z)(y+2z)=0
z tej rownosci wynika, ze:

1) x+y=0 = x=-y podstawiajgc do réwnania (*) otrzymamy:
—y*—yz+yz=0 = y=0,x=0,z=a

2) x+z=0 = x=-z podstawiajgc do réwnania (*) otrzymamy:
—zy—2z"+yz=0 = z=0,x=0,y=a

3) y+z=0 = y=-z podstawiajgc do réwnania (*) otrzymamy:
—xz+xz—y*=0 = y=0,2z=0,x=a

Rozpatrywany ukfad rownan ma trzy rozwigzania: (0,0,a), (0,a,0), (a,0,0).

Zadanie 115
Rozwigzac réwnanie:

Va—-Ja+x =x (**)

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze x>0. PodnieSmy réwnanie dwukrotnie do kwadratu aby pozby¢ sie

pierwiastkow:
a—~Na+x :x2 = G—XZI\/a-i-X = a2+x4—2x2a:a+x

Ostatnie réwnanie jest rownaniem kwadratowym wzgledem a, rozwigzmy je:

a’*—(2x* +)a+x"—x=0
A=(2x"+1)* —4(x" —x) = 4x* +4x+1=(2x +1)°
a_2x2+l—2x—1_ 2 _2x2+l+2x+1 2

xX“-xvag=———-—=x"+x+1
2 2

Poniewaz réwnanie wyjsciowe podnoszono dwukrotnie do kwadratu, mogg pojawic
sie pierwiastki obce i znalezione rozwigzania wymagajg sprawdzenia. Podstawiajgc
warto$¢ a =x’-x do réwnania (**) otrzymamy +/x*-2x =x co jest mozliwe tylko
dla x=0 co daje tez a=0. Podstawiajgc wartos¢ a =x*+x+1 dla x>0 otrzymuje-
my tozsamos¢. Rozwigzmy wiec rownanie: x> +x+1-a=0
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—1-+/4a-3 —1++/4a-3

A=4a-3, xl:#<0, X, zf

Pierwsze rozwigzanie odrzucamy jako ujemne, drugie jest dobre dla -1++/4a-3>0
czyli a>1.

Zadanie 116

Statek droge z A do B pokonuje z pradem rzeki w ciggu 5 godzin. Ptyngc z takg sama
predkoscig ale pod prad pokonuje te droge w ciggu 7 godzin. Jaka dtugo a portu A
do portu B bedzie dryfowac przedmiot na wodzie?

Rozwiagzanie
Oznaczmy przez v, predkosc¢ statku, przez v, predkos¢ pradu rzeki, przez / odlegtos¢

od A do B, Chcemy znalez¢ czas dryfowania czyli L. Z warunkéw zadania mamy
\%

uktad réwnan:

Zadanie 117
Rozwigzac¢ ukfad rownan:

{(x3 +)(x*+ ) =2b° (%)

x+y=>b

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze podstawiajgc xy =+ mozemy dokonac nastepujgcych przeksztatcen:

¥ +y?=(x+y) —2xy=b>-2t
X+ = (x+y)(x* —xy+ %) =b(b* - 3t)

Podstawiajac te wartosci do pierwszego z réwnan otrzymujemy réwnanie kwadrato-
we ze wzgledu na ¢:

(b* —20)b(b* -3t) =2b° = 6t° -5b*t—b* =0
5b°—7b*>  b*  5b°+TbH° _

A =25b* +24b* = 49b*, 1, = 1=
12 6 12

b2

Uktad réwnan (*) mozemy teraz zastgpi¢ dwoma prostszymi:

x+y=>b x+y=b
X ——b—z xy =b°
Y76
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Pierwszy z uktadéw prowadzi do réwnania kwadratowego:

2

x(b—x) :—% = 6x”—6bx—b*> =0, A=36b"+24b> = 60b°

L _6b-215 _3-V15, _6b+2Vi5 _3+415,
' 12 6 12 6
—b—3_\/ﬁb=3+\/ﬁb,y ,_3+V15, 3-V15,

N= 6 6 2= 6 6

Drugi uktad prowadzi do rownania kwadratowego:

x(b—x)=b*> = x* —bx—-b*>=0, A=b" +4b* =5b*
b-Bb 1-+5 b+5b  1++/5
R T T B S

b_l—szlwé b_1+2J§b:1—J§

by, =
y 2

M=

b

Zadanie 118
Rozwigzac réwnanie w liczbach catkowitych:

x+y=x’—xy+y° (%)

Rozwigzanie

(I) Zwréémy uwage, ze jezeli para (a,b) rozwigzuje réwnanie (*) to rozwigzuje je
rowniez para (b,a). Ponadto rownanie to mozna interpretowac jak réwnanie kwadra-
towe ze wzgladu na zmienng x lub y.

X -(y+Dx+y -y=0  (*¥)
A=(y+1)*-4(y*-y)=-3y*+6y+1 musi by¢ A>0, stad:
—6-443 3+23 —6+43 3-23 3-24/3 3+23
% 3 2T 5 3 YTz T3 7

A,=36+12=148, y, =

Poniewaz yeZ, wiec ye{0,1,2}. Po podstawieniu tych wartosci do réwnania (**)
dla y =0 otrzymamy:
x2—x=0 = x=0 v x=1
dla y=1 otrzymamy:
x2-2x=0 = x=0 v x=2
dla y =2 otrzymamy:

x> =3x+2=0,A=9-8=1 x1:%=1, xzz%:Z
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Zatem réwnanie (*) rozwigzujg pary (0,0), (0,1), (1,0), (1,2), (2,1), (2,2).
(II) Rozwazmy tozsamosc:

(x=)+(x=D°+(y-1)°* =2(x" —xy+y* —x—y) +2
Bioragc pod uwage réwnanie (*) dostajemy:

(=) +(x -1 +(y-1)* =2

Suma kwadratéw trzech liczb catkowitych réwna 2 oznacza, ze jedna z liczb réwna
jest 0, dwie pozostate réwne sg 1 lub -1. Rozpatrzymy zatem przypadki:

x—y=0 = x=y A x-1=1 otrzymamy pare (2,2)
x—y=0 = x=y A x-1=-1 otrzymamy pare (0,0)
x-1=0 = x=1 A y-1=-1 otrzymamy pare (1,0)
x-1=0 = x=1 A y-1=1  otrzymamy pare (1,2)
y-1=0 = y=1 A x-1=1  otrzymamy pare (2,1)
y-1=0 = y=1 A x-1=-1 otrzymamy pare (0,1)

ouhkwnN =

Zadanie 119
Rozwigzac¢ uktad réwnan, przeprowadzi¢ dyskusje iloSci rozwigzan w zaleznosci od

parametru a.
xZ _yZ — 0
(x—a)*+y* =1
Rozwigzanie

Pierwsze z rdwnan przedstawia pare prostych, ktére przechodzg przez poczatek ukita-
du wspotrzednych:
¥ =y =(x-y)(x+y)=0 = x—y=0 v x+y=0

Drugie rownanie przedstawia okrag o $rodku w punkcie (a,0) i promieniu 1. Okrag,
o ktérym mowa, moze nie mie¢ z parg prostych punktdw wspdlnych (réwnanie nie
ma rozwigzan). Okrgg moze by¢ styczny do prostych. Proste i okrgg majg wtedy dwa
punkty wspolne (uktad ma dwa rozwigzania). Okrag moze przechodzi¢ przez pocza-
tek uktadu, przecina wtedy kazdg z prostych w dodatkowym punkcie. Proste i okrag
majg trzy punkty wspodlne (uktad ma trzy rozwigzania). Okrgg moze mie€ z prostymi
cztery punkty wspdline.

Pierwsze rownanie daje x* = »* Podstawiajgc do drugiego réwnania otrzymamy:

(x—a)’+x*=1 = 2x*-2ax+a*-1=0
A=4a*-8a" +8=8-44"

Badajac delte ustalimy ilos¢ rozwigzan uktadu réwnan. Rozpatrzmy odpowiednie
przypadki.
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<7

O
15

YA

1. A<0 brak rozwigzan:
8-4a’<0 = (V2-a)N2+a)<0 = ae(-0,—2)U(/2,+x)
2. A =0 jedno rozwigzanie, jedna wartos¢ x, dwie wartosci y, dwa punkty wspdine:
8-4a>=0 = (V2-a)N2+a)=0 = a=—2 v a=+2

Dla a =—/2 mamy:

2x2 +22x+1=0 = (\/§x+1)2:0 = x:_g’ y:—% v y:%
Dwa punkty wspdline: {—QQ}, (—ﬁ—ﬁl
2 2 2 2
Dla a =+/2 mamy:
25> —2\2x+1=0 = (\/Ex—l)f*:o = x:%,y:—% v y:%
Dwa punkty wspdlne: (%%], [%-%]

3. A>0 dwie wartosci x, cztery wartosci y, przypadek szczegdlny - dla x=0 mamy
tez y =0 i trzy punkty wspdlne:

8-4a’>0 = (V2-a)N2+a)>0 = ae(—2,4/2)
_261—2'\/2—612 _a—\/Z—a2 . _2a+2\/2—a2 _a+\/2—a2
- 4 2 T 4 2

Xy 2
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Najpierw zbadamy przypadek szczegdlny x =0 oznacza:

at+\2-a?
2

=0 = a=1va=-1

Dla a=1 mamy 2x°-2x=0 = x=0 v x=1 co daje trzy punkty wspdine: (0,0),
(111)1 (11 _1)

Dla a=-1 mamy 2x*+2x=0 = x=0 v x=-1 co rowniez daje trzy punkty wspdine:
(OIO)I (_111)1 (_11 _1)

Dla a e (—\E,\E) \{-1,1} mamy cztery punkty

2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 ’

2 2 2

~anlene ) ,

Zadanie 120
Rozwigzac w liczbach catkowitych réwnanie:

xy+3x—-5y=-3 ™
Rozwiagzanie
Aby rozwigzac réwnanie w liczbach catkowitych wygodnie jest strone ze zmiennymi
przestawic jako iloczyn: (x+a)(y+b) =xy +bx+ay +ab . Poréwnujgc z rownaniem (*)

dobieramy wspétczynniki a, b: (x-5)(y+3) = xy +3x-5y-15. Stad otrzymujemy:
(x-5)(y+3)=-18

Liczba 18=1-2-3-3 stad tabela mozliwych wartosci:

x-5 9 -9 2 -2 3 -3 6 -6 18 | -18 1 -1

y+3 -2 2 -9 9 -6 6 -3 3 -1 1 -18 18

X 14 | 4 7 3 8 2 11 | -1 | 23 | -13 6 4

y -5 | -1|-12 | 6 -9 3 -6 0 -4 -2 | -21 | 15
Zadanie 121

Znalez¢ liczbe, ktdra przy dzieleniu przez 133 daje reszte 22, przydzieleniu przez 132
daje reszte 37.

Rozwiagzanie
Z warunkOw zadania otrzymujemy rownanie n-133+22 =k -132+37, ktore przeksztat-
camy w nastepujacy sposoéb:
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n-133-k-132=15
n(132+1)—k-132 =15
(n-k)132+n=15

Poniewaz n,keN, ostatnia rownoS¢ jest mozliwa przy n=k=15. Co daje liczbe
15-133+22=2017.

Zadanie 122

Rozwigzac¢ ukfad rownan:

X +x,+x,=1
X, +x3+x,=2
X3 +x,+x, =3
X, +x +xs=-1
X+ Xg+x, =2
X +X,+x3=-3

X, +xg+x, =4

Xg+x +x,=-4
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dodajac réwnania stronami otrzymamy:

3, +x, + X+ X, + X+ X+ X, +x) =0

Dodajgc rownania I, IV i VII otrzymamy: x, =4
Dodajac rownania II, V i VIII otrzymamy: x, =—4
Dodajac rownania III, VI i I otrzymamy: x, =1
Dodajac rownania 1V, VII i II otrzymamy: x, =5
Dodajgc rownania V, VIII i III otrzymamy: x;=-3
Dodajgc rownania VI, I i IV otrzymamy: x; =—3
Dodajgc rownania VII, II i V otrzymamy: x, =4

Dodajac réwnania VIII, IIT i VI otrzymamy:  x, =-4

Zadanie 123
Rozwigzac w liczbach naturalnych réwnanie:

l+l+l:1

x y z
Rozwiagzanie
Mozemy przyja¢, ze x<y<z. Jezeli x>4 to: 1+1+ls%<1 - otrzymalisSmy

X y z
sprzecznosc. Jezeli x=1, to 1.1 0 - otrzymaliSmy sprzeczno$¢. Zatem x e{2,3}.
y z
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1. Przypadek x=2.

1 1 1
_+_ J—
y z 2
o 11 2 1 Y
Jezeli y>4,to _+_<Z:§ - sprzecznosC, zatem y e{3,4}.
y z
Dla y=3 wyliczamy z=6. Dla y=4 wyliczamy z=2. Stad mamy trojki (2,3,6) oraz

(2/4,2).

2. Przypadek x=3.

1,12

vy z 3

o 1 1 2 iy L

Jezeli y>3,to —+—<5 - sprzecznosc, zatem y=3 wieci z=3.
y z

Wszystkie rozwigzania bedg permutacjg znalezionych rozwigzan i sg to tréjki: (2,3,6),
(31216)1 (31612)1 (613I2)I (61213)1 (21613)I (41212)1 (214I2)I (21214)1 (31313)'

Zadanie 124
Rozwigza¢ w liczbach catkowitych réwnanie'*:

¥y +z8=2xyz (%)

Rozwigzanie

Prawa strona réwnania jest parzysta wobec tego suma kwadratow po lewej stronie
takze musi by¢ parzysta. Wynika stad, ze albo kazda z liczb x, y, z jest parzysta albo
dwie z nich sg nieparzyste. Gdyby dwie byly nieparzyste np. y=2n-1, z=2k-1 a
jedna parzysta, to podstawiajgc do rownania (*) otrzymamy:

(2m)? + (2n-1)% + 2k -1)* = 2-2m(2n -1)(2k -1)
Am® +n® —n+k>—k)+2=4m(2n-1)(2k 1)

Co jest sprzeczne bo lewa strona nie dzieli sie przez 4 a prawa dzieli. Zatem kazda
z liczb x, y, z musi by¢ parzysta, to jest dzieli¢ sie przez 2. Ponownie podstawiajgc
wylacznie parzyste wartosci otrzymamy:

(2m)? +(2n)? + (2k)> =2-2m-2n-2k = m®+n®+k* = 4mnk
Ostatnia réwnosS¢ pokazuje, ze m, n, k takze sg parzyste, dzielg sie przez 2 czyli x, y,

zdzielg sie przez 2°. Powtarzajgc rozumowanie ustalamy, ze x, y, z dzielg sie przez
2" dla kazdego n. To jest mozliwe tylko dla x=0, y=0, z=0.

1 Rdwnanie mozna uogdIni¢ na wiekszg liczbe zmiennych. Identyczny dowdd pokazuje, ze jedynym
rozwigzaniem sg wartosci rowne 0.
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Zadanie 125
Rozwigzac réwnanie:

x+3-adx—1+yx+8-6x-1=1 (¥

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze:

x+3—d/x—-1=(x-1-2), x+8-6vx—-1=(Vx-1-3)
stad réwnanie (*) przyjmuje postac:

Wi-1-2)+[Vx-1-3=1

Oczywiscie x e<1,+w), podstawiajac Vx—1=¢ gdzie >0 otrzymujemy proste réw-
nanie:
|t—2|+|t-3=1

ktdre rozpatrujemy w trzech przedziatach:

1. 1e<0,2)

—t+2-t+3=1 = t=2¢<0,2)
2. 1e<2,3)

t-2-t+3=1 = 1=1 = 1<2,3)
3. 1 €< 3,+x)

t—2+t-3=1 = t=3e<3,+x)
Zatem te<2,3>
Jx=1=t = x=*+1 = xe<5,10>

Zadanie 126

Jacek i Placek chcg z miejscowosci A dostac sie do miejscowosci B oddalonej o 25
km. Idac pieszo mogg poruszac sie z predkoscig 5 km/h, jadac rowerem mogg poru-
szac sie z predkoscig 25 km/h. Jacek z A wyruszyt pieszo i w tym samym czasie Pla-
cek z A wyruszyt na rowerze. Po pewnym czasie Placek spotkat Pawta idgcego z B do
A. Przekazat mu rower i dalej poszedt pieszo. Pawet pojechat w kierunku A i po dro-
dze spotkat Jacka, przekazat mu rower, ktorym ten dojechat do B. Kiedy z miejsco-
wosci B powinie wyjs¢ Pawet aby Jacek i Placek dotarli do B jednoczes$nie?

Rozwiagzanie

Zeby razem dotrze¢ do miejscowosci B Jacek i Placek musza przejé¢ jednakowa dro-
ge x i przejechac jednakowq droge 20-x. Kiedy Placek pokonat droge 20— x spotkat
Pawta, ktdéry rowniez przeszedt droge x (poniewaz taka droga pozostata Plackowi).
Do spotkania z Jackiem Pawet przejedzie na rowerze 20-2x (poniewaz Jacek i Pla-
cek przeszli fgcznie 2x). Po spotkaniu Jacek przejedzie swoje 20— x. W czasie jazdy
Pawta i Jacka Placek pokona brakujgca droge x piechota. Stad réwnanie:
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(20—2x)+(20—x)=£ N 40—3x=£ -

25 5 25 5

Il
(6)]

Co oznacza, ze Placek do spotkania z Pawtem przejechat 15 km co mu zajeto:

Ezg godziny. Pawet przeszedt 5 km co mu zajeto godzine. Stad wynika, ze Pawet

25
powinien wyjs¢ z miejscowosci B 24 minuty wczesniej (1—§:§ godziny) niz Jacek

i Placek wyruszyli z miejscowosci A.

Zadanie 127
Rozwigzac réwnanie:

x:\/x+\/x+\/x+... ™

Rozwiagzanie
Zauwazmy, ze réwnanie (*) rdwnowazne jest rownaniu:

Xx=vx+x = x*-2x=0 => x=0 v x=2

Ten wynik mozna takze uzyskac przez bezposredni rachunek:

2 A =252 =2 VE 24212 = 242448 =242+ 25
Mozna rozktad liczby na sktadniki rozpocza¢ od sktadnika 1:
2=4 =113 =41+149 = J1+ 14118 =1+ 11+ 2V16 :\/1+1\/1+ 2\1+3425 =
:\/1+1\/1+2\/1+3\/1+4J3_ :\/1+1\/1+2\/1+3\/1+4\/1+5\/1+...

3=/0=V1+8 =y1+2416 =1+ 21+3V25 :\/1+ 2\1+3\1+44/36 =
=\/1+2\/1+3\/1+4JHTJ4_ =\/1+2\/1+3\/1+4\/1+5T

4=16 =1+15 =1+3/25 =1+ 3y1+4+/36 =\/1+3\/1+4\/1+5\/E =
=\/1+3\/1+4\/1+5\/1+48 =\/1+3\/1+4\/1+5\/1+6x/6_ :\/1+3\/1+4\/1+5\/1+6\/K

5=+/25 =1+ 24 =1+ 4436 =1+ 4y/1+ 549 =\/l+4\/1+5\/1+6\/6— =
:\/1+4\/1+5\/1+6\/1+7\/8_ :\/1+4\/1+5\/1+6\/1+7\/K
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tatwo pokazaé, ze ogdinie:

n=ln? =1+ (n* -1) =\/1+(n—1)«/(n+1 2 :\/1+(n—1)«/1+(n2+2n -
:\/l+(n—l)\ll+n\/(n+2)2 =\/1+(n—1)\/1+n\/1+(n2+4n+3) =
:\/1+(n—1)\/l+n\/1+(n+1)\/(n+3)2 :\/l+(n—1)\/1+n\/1+(n+1)\/l+(n+2)\/1+...

Zadanie 128
Znalez¢ catkowite wartosci pierwiastka i odpowiadajgce im » dla » <100.

N I

Rozwigzanie
Stosujemy metode podobng do zastosowanej w zadaniu poprzednim. Oznaczamy
warto$¢ pierwiastka przez x i rozwigzujemy rownanie:

\/n+\/n+\/n+... =x = x=+n+x = x’*—x-n=0
l—\/4n+1< 1+v4n+1
2

A=1+4n, x, = 0, x, =

2
Pierwsze rozwigzanie odrzucamy. Pozostaje x,, ustalamy dla jakiego » otrzymamy
liczbe catkowitg spetniajgcg tg formute. Maksymalna wartoS¢ x jest mniejsza, réwna

{1+ J401
2

}:10, minimalny réwna 2.

1++4n+1

> =x = 4n+1=(2x-1)°

Zrobmy tabelke kwadratéw liczb nieparzystych mniejszych od 20:

(2x-1)° 9 25 49 81 121 | 169 | 225 | 289 | 361

Zadanie 129
Rozwigzac w liczbach naturalnych réwnanie:

x x(x=1) x(x-D(x-2)
_E+ o1 — 3l +...

1

+(=1) =0(%)

1" x(x=1)...(x—n+1)
nl
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Rozwiagzanie
Zwré¢my uwage, ze podstawiajgc w miejsce x liczbe naturalng k zerujemy wszystkie

sktadniki dla »n > k i otrzymujemy:

kKD kD=2 k(D21
1 2 3! !

Réwnanie po lewej stronie (**) jest rozwinieciem dwumianu Newtona:

1 0 (%)

k k(=D kG-D(k-2)
1 2 3!

1

oy K(E=D)..2-1
!

+(-D) =(1-1)"=0

Zatem kazda liczba naturalna 1..k jest pierwiastkiem réwnania, wiec kazda liczba
naturalna k <n jest pierwiastkiem rownania (*).
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