Ciekawa arytmetyka

Problem 1
Jak podzieli¢ 5 ciastek pomiedzy 6 oséb, nie dzielgc zadnego z nich na 6 czesci?

Rozwigzanie

Trzy ciastka dzielimy na potowy, kazda z oséb dostaje po ; ciastka. Dwa pozostate ciastka

dzielimy na trzy czesci, mamy 6 czesci, ktére rozdzielamy miedzy 6 oséb. Mozna to opisac
suma utamkow:
3+2=3-2-1+2-3-1:6-1+61
2 3 2 3

Kazda z oséb otrzymata:

czesci ciastka.

Problem 2 (Sposdb na szybkie dodawanie)

Zatézimy, ze chcemy szybko dodaé wszystkie liczby od 1 do 10. Mozemy w celu ilustracji
postuzy¢ sie talig kart. Utdzmy karty w jednym kolorze od najmniejszej do najwiekszej
wartosci (jak na rysunku ponizej). Pod spodem utézmy karty w innym kolorze, tym razem od
najwiekszej do najmniejszej wartosci. Zauwazmy, ze suma wartosci kazdej kolumny wynosi
11. Poniewaz kolumn jest 10, suma wszystkich wartosci wynosi 10-11=110. W takim razie

1
suma wartosci jednego koloru wynosi potowe tej liczby czyli 2 :10-11=5-11=55.
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Powyzsze rozumowanie w zapisie liczcbowym wyglada nastepujgco:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 = 55
+ 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 = 55
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 = 110

Mozna w ten sposob liczy¢ dowolnie duze sumy kolejnych liczb np. od 1 do 1000. Dla tej
1

sumy mamy taki rachunek 5-1000-(1+1OOO):500-1001=500500. tatwo zauwazy¢, ze

jezeli liczymy sume od 1 az do liczby n to mozna jg zapisa¢ w nastepujacy sposdb:

1
3 n-(n+1).W dalszym ciggu nauki matematyki bedziemy sie z tym wzorem spotykac.



Problem 3

W sadzie utozono jabtka jedno za drugim w odlegtosci 1 m. Przed pierwszym jabtkiem
postawiono skrzynke. Jakg odlegtosc¢ nalezy przejsé¢ aby zebrad jabtka, zbierajagc po jednym
jabtku i odnoszac je do skrzynki?

Rozwigzanie

Aby dowolne jabtko umiesci¢ w skrzynce trzeba przejs¢ od skrzynki do jabtka i od jabtka do
skrzynki a wiec podwdjng droge pomiedzy skrzynka a jabtkiem. drogi od skrzynki do
kolejnych jabtek maja dtugos¢ 1, 2, 3, ..., 100 (sto jabtek po kolei w odlegtosci 1 m jedno od

drugiego i skrzynka metr przed pierwszym jabtkiem). Suma tych drég wynosi %'100101

atgczna droga bedzie dwa razy wieksza czyli wyniesie 100-101=10100 m. Jak wida¢ takie
zbieranie jabtek jest bardzo pracochtonne, gdyz musimy przejs¢ ponad 10 km.

Problem 4
lle uderzen w ciggu doby wykonuje zegar wybijajgcy godziny?

Rozwigzanie
O pierwszej godzinie zegar wybije raz, o drugiej dwa itd. az do godziny 12 kiedy wybije 12

razy. Suma tych uderzen wyniesie %-12-13. W ciggu doby sg dwa takie cykle (doba to

przeciez 24 godziny) w takim razie policzong sume nalezy podwoi¢. W ciggu doby zegar
wybije 12-13 =156 razy.

Problem 5

Pewna kobieta sprzedawata jabtka. Pierwszemu klientowi sprzedata potowe posiadanych
jabtek i jeszcze pot jabtka. Drugiemu potowe tego co zostato i jeszcze pét jabtka. Trzeciemu
potowe tego co zostato i pdt jabtka itd. Ostatniemu szdéstemu klientowi, sprzedata takze
potowe jabtek i jeszcze pdt jabtka. Okazato sie, ze kobieta sprzedata wszystkie jabtka i
zadnemu z klientéw nie musiata jabtek rozcinac. lle jabtek miata sprzedawczyni na poczatku?

Rozwigzanie

Mozna utozy¢ rownanie, ktdérego rozwigzanie bedzie szukana liczbg jabtek. Mozna tez
zadanie rozwigzaé w sposéb czysto arytmetyczny. Zeby ostatni (szdsty) klient mégt kupié
potowe jabtek ijeszcze pot jabtka, przy czym ma to by¢ liczba catkowita (jabtek nie mozna
rozcina¢) musi kupié tylko jedno jabtko. Mamy wiec nastepujgcg sume:

klient 6 5 4 3 2 1
ilos¢ jabtek 1 2 4 8 16 32 = 63

Kobieta na poczatku miata 63 jabtka.

Istotne w zadaniu jest spostrzezenie, ze , potowa jabtek” nie musi oznaczac liczby catkowite;.
Dla széstego klienta ,potowa jabtek” to pot jabtka i jeszcze pét jabtka co razem daje jedno
jabtko. Zupetnie podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla innego ,szaradowego”
zadania: Cegta wazy kilo i pét swojej wagi. lle wazy cegta? W pierwszym odruchu wiekszos¢



pytanych odpowiada péttorej kilo, co jest btedng odpowiedzig. Skoro méwimy ,kilo i pét
wagi” oznacza to, ze ,pot wagi” cegty to witasnie kilo. W takim razie cegta wazy 2 kg.

Problem 6

Dwéch podrdznych zatrzymato sie na positek. Jeden z nich miat 5 obwarzankéw, drugi 3.
Obwarzanki byty jednakowej wielkosci i jednakowego ksztattu. Podszedt do nich trzeci
podrdzny, ktéry nie miat nic do jedzenia i zaproponowat, zeby podzielili sie z nim po réwno
obwarzankami a on po skonczonym positku zaptaci im za swoja cze$é. Tak tez sie stato. Zjedli
positek i trzeci podrézny zaptfacit za swojg czes¢ 80 groszy. Jak nalezy podzieli¢ te zaptate
miedzy dwdch podréznych?

Rozwigzanie

Poniewaz 80 groszy to jest trzecia cze$¢ wartos¢ catego positku, wszystkie obwarzanki
kosztowaty 2.40 zt. Obwarzankéw byto 8 dlatego kazdy z nich kosztowat 30 groszy. Ten
podrézny, ktory miat 5 obwarzankow, ,,dotozyt” do wartosci positku 1.5 zt. Sam zjadt za 80
groszy (kazdy podrdézny zjadt za 80 groszy). Wiec nalezy mu sie jeszcze 70 groszy z czesci
trzeciego podréznego. W takim razie drugiemu podréznemu nalezy sie 10 groszy z tej czesci.

Problem 7

Dwdch ludzi gotowato positek. Jeden wsypat do garnka 2 miarki kaszy ze swojego woreczka,
drugi dosypat 3 takie same miarki kaszy ze swojego woreczka. Kiedy kasza byta juz gotowa
podszedt do nich trzeci cztowiek z propozycja wspdlnego positku, po ktérym oczywiscie
zaptaci im za swojg czes¢. Po positku trzeci biesiadnik zaptacit 5 zt. Jak nalezy rozdzieli¢ te
sume pomiedzy dwdch gotujacych?

Rozwigzanie

Zadanie zupetnie podobne do zadania poprzedniego. Skoro za trzecig czes$é¢ positku
zaptacono 5 zt., caty positek kosztowat 15 zt. Positek to razem 5 miarek kaszy, wiec jedna
miarka kosztowata 3 zt. Pierwszy gotujacy ,, dotozyt” do positku 6 zt (2 miarki) a zjadt za 5 zt,
wiec jemu nalezy sie 1 zt. Drugiemu gotujgcemu nalezg sie 4 zt.

Problem 8

Pracujacy przy wyrebie dwaj robotnicy postanowili zjes¢ positek. Jeden z nich miat 4 buteczki
drugi 7. Tuz przed positkiem podszedt do nich mysliwy i poprosit czy moze dotaczy¢ sie do ich
kompanii a po positku odda im wszystkie monety, ktére ma w kieszeni. Wszyscy trzej zjedli
po réwno buteczki a na koniec mysliwy dat im dwie monety 1 zt i 10 gr. Drwale ustalili, ze
kazda buteczka kosztowata 10 groszy dlatego muszg iS¢ do wioski i w sklepie rozmienié
zaptate zeby sie nig sprawiedliwie podzieli¢. Czy drwale maja racje?

Rozwigzanie

Skoro 3 osoby zjadto 11 buteczek i jedli po rowno, to kazdy z nich zjadt 1—31 buteczki. Jeden z

drwali dotozyt do wspdlnej puli 4 buteczki czyli % a zjadt 1—31 w takim razie nalezy mu sie

zaptata za % buteczki. analogicznie drugiemu nalezy sie zaptata za %—%:% buteczki.



11
Biorgc pod uwage, ze za 3 buteczki mysliwy zaptacit 110 groszy, wyliczamy cene buteczki

110:1—;:110-1—?1:30. W takim razie jednemu z drwali nalezy sie 10 groszy (% tej ceny),

1
drugiemu 100 groszy (?0 tej ceny) i otrzymanej kwoty nie trzeba rozmieniac.

Problem 9

Pewien mezczyzna wszedt do sklepu aby kupi¢ sobie czapke. Wybrana przez niego czapka
kosztowata 30 zt. Mezczyzna wyjat 100 zt banknot i dat sprzedawcy. Poniewaz sprzedawca
nie miat wydaé w sklepie na przeciw rozmienit 100 zt i wydat kupujgcemu reszte. Po pewnym
czasie okazato sie, ze banknot 100 zf jest fatszywy. Wtasciciel sklepu z naprzeciwka przynidst
go i zazgdat zwrotu pieniedzy. Sprzedawca czapek zwrécit oczywiscie zakwestionowane 100
zt. Kto i ile stracit w wyniku tego zdarzenia?

Rozwigzanie

Pomimo prostoty tego problemu wiele razy trafiajg sie zte odpowiedzi. Wtasciciel sklepu
z naprzeciwka nic nie zyskat i nic nie stracit (bo oddat z powrotem fatszywe 100 zt). Kupujacy
czapke zyskat czapke za 30 zt i 70 zt reszty (zyskat wiec razem 100 zt). Tyle samo musiat
straci¢ sprzedawca czapek (dat za darmo czapke za 30 zt i dotozyt do niej jeszcze 70 zt
w formie reszty).

Problem 10
Krawiec ma bele materiatu o dtugosci 16 m. Kazdego dnia odcina od tej beli 2 m materiatu
i szyje z niego bluzy. Po ilu dniach krawiec odetnie ostatni kawatek?

Rozwigzanie

Zwykle poda odpowiedz po 8 dniach i jest to btedna odpowiedZ na zadane pytanie.
Rzeczywiscie w beli bedzie osiem dwumetrowych kawatkéw ale ostatnie 2 m krawiec odkroi
7 dnia, bo pozostate na 8 dziert dwa metry nie bedg wymagaty odkrojenia.

Problem 11
Nalezy napisaé liczbe 100 szescioma jednakowymi cyframi.

Rozwigzanie
99
Istnieje wiele sposobdéw, zeby to osiggna¢ np. 99®. Jezeli dopuscimy dziatania

arytmetyczne mozemy napisaé¢ 55+55-5-5.

Problem 12
Nalezy napisa¢ liczbe 9 przy pomocy dziesieciu réznych cyfr (a wiec wszystkich cyfr).

Rozwigzanie
Pokazujemy dwa mozliwe rozwigzania:

97524 95823 95742
10836 ' 10647 ' 10638




Jezeli dopuscimy sytuacje, w ktérej liczba 12 utozsamiana jest z 012 mozliwe sg kolejne
rozwigzania, np.:

75249 58239 57429

08361 06471 06381

Problem 13
Nalezy napisac liczbe 100 przy pomocy 9 réznych cyfr.

Rozwigzanie
Pokazujemy kilka mozliwych rozwigzan:

5742’ 917524’ 941578' 96 2148, 961428

638 836 263 537 357

91

Jezeli dopuscimy dziatania arytmetyczne, mozemy poda¢ np. takie rozwigzania:

97+E+§+1:100
8 4

2
75+24+g+§
18 6

0511438 _100
2 76

lub zapisy pisemne dodawania, ktére zawierajg 9 réznych cyfr:

46 56
37 8

+ 15 4
------- + 3
%8 e

+ 2 71
-------- +29
0 -
100

Problem 14 (Podziat na trzy czesci)

Trzy niedZwiadki znalazty sktad miodu. W sktadzie byto 21 jednakowych stoi w tym: 7 petnych
miodu, 7 do potowy napetnionych oraz 7 pustych. Jak misie majg podzieli¢ miedzy siebie
znalezisko aby kazdy otrzymat réwng ilos¢ miodu i réwng ilos¢ stoi? Nie mozna miodu
przelewac ze stoja do stoja.

Rozwigzanie
Oczywiscie na kazdego misia przypada 7 stoi. Gdyby mozna byto midd przelewaé¢ to do 7
pustych stoi nalelibysmy do potowy miéd z 7 petnych stoi co by dawato tgcznie 21 stoi

7
petnych do potowy. Oznacza to ze na kazdego misia przypada > stoja miodu. Mozemy teraz

zaproponowac taki podziat:



. stoi .
stoi . stoi razem razem
etnych R s pustych miodu stoi
P petnych
.. 3 7
mis 1 2 3 2 24+ —=— 7
2 2
.. 3 7
mis 2 2 3 2 24+ —=— 7
2 2
., 1 7
mis 3 3 1 3 3+—=— 7
2 2
lub podziat nastepujacy:
beczek beczek w potowie beczek razem razem
petnych petnych pustych miodu beczek
., 1 7
mis 1 3 1 3 3+—=— 7
2 2
.. 1 7
mis 2 3 1 3 3+—=— 7
2 2
i 5 7
mis 3 1 5 1 l+—=— 7
2 2

Problem 15 (Podziat na dwie czesci)

Dwa misie znalazty sktadzik z miodem. Byt w nim 8 litrowy stéj peten miodu i dwa stoje puste

5 oraz 3 litrowy. Jak korzystajac tylko z tych stoi podzieli¢ réwno midd?

Rozwigzanie

Na kazdego misia majg przypadaé po 4 litry miodu. Mozna to osiggna¢ przelewajgc miod

W nastepujgcy sposob:

ruch / stéj 8 litrowy 5 litrowy 3 litrowy

8 0 0

| 3 5 0

| 3 2 3

]| 6 2 0

v 6 0 2

Vv 1 5 2

Vi 1 4 3

Vil 4 4 0

lub w nastepujgcy sposdb:

ruch / stéj 8 litrowy 5 litrowy 3 litrowy

8 0 0

| 5 0 3

| 5 3 0




1l 2 3 3
IV 2 5 1
Vv 7 0 1
VI 7 1 0
VII 4 1 3
VI 4 4 0

Jak widac sposéb pierwszy jest wydajniejszy o jeden ruch.

Problem 16 (Liczenie gesi)

Leciato stado gesi. Na przeciw stadu leci samotna ges i wota.

- Witajcie sto gesi!

Ges przewodnik, na przedzie stada, odpowiada.

- Witaj! Ale nas nie jest sto!l. Gdyby nas byto drugie tyle i jeszcze potowa i éwieré i ty gdybys
sie przytaczyta, to wtedy bytoby nas sto.

lle gesi leciato w stadzie?

Rozwigzanie
Oznaczmy ilos¢ gesi przez x. Wedle stow gesi przewodnika, mozemy utozy¢ réwnanie:

x+x+£x+£x+1:100
2 4

11
—x=99
4
X =236
Jak policzylismy gesi byto znacznie mniej bo tylko 36.

Rozwigzmy zadanie nie postugujgc sie rownaniem. Wyobrazmy sobie stado 100 gesi. Jezeli
odejmiemy od tej liczby ges, ktora leci naprzeciw, otrzymamy w wyobrazni stado 99 gesi.
Zgodnie ze stowami gesi przewodnika, w tym wyobrazonym stadzie jest éwiartka stada
prawdziwego i jeszcze dwie ¢éwiartki (potowa) stada prawdziwego i dwa razy po cztery
¢wiartki (stado i drugie tyle) stada prawdziwego. Daje to razem 11 ¢éwiartek stada
prawdziwego. W takim razie jedna ¢wiartka stada prawdziwego liczy 99:11=9 gesi. Cate
stado prawdziwe liczy cztery ¢wiartki, a wiec 4-9 = 36 gesi.

Problem 17 (Nastawianie zegara)

Pewien pan miat w domu tylko $cienny zegar, ktéry akurat przestat chodzi¢. Ow pan wybrat
sie do przyjaciela, ktéry mieszkat niedaleko i znany byt z posiadania dokfadnego zegara
sciennego, o ktéry bardzo dba. Rozegrat u niego partie szachdw, po czym wrécit do domu
i dos¢ doktadnie nastawit swdj zegar. Jak tego dokonat? Oczywiscie po drodze nikogo nie
pytat o godzine i nie stuchat radia, jedynie u przyjaciela zerkat na jego zegar.

Rozwigzanie

Ten sprytny cztowiek postepowat nastepujgco. Przed wyjsciem z domu nakrecit swéj zegar
i zapamietat godzine a. Po przyjsciu do przyjaciela spojrzat na jego zegar i zapamietat godzine
b. Wychodzac od przyjaciela réwniez spojrzat na jego zegar i zapamietat godzine c.
Przychodzac do domu odczytat aktualng godzine d. To mu wystarczyto do nastawienia
zegara.




Réznica d —a jest to ilos¢ czasu od wyjscia z domu do powrotu. Réznica ¢ —b jest to czas,
ktory éw pan spedzit u przyjaciela. Droga od przyjaciela do domu (zaktadamy, ze w obie

1
strony szedt miarowo) zajeta mu E[(d —a)—(c—b)]. Skoro w momencie wyjscia od
przyjaciela jego zegar pokazywat godzine ¢, zegar w domu nalezy nastawic na godzine:
1
c+§[(d —a)—(c-b)]

Przyktad

Pan wychodzac z domu nakrecit zegar i zauwazyt, ze wskazywat on godzine a=14%. Do
przyjaciela 6w pan przyszedt o godzinie b=17"2 (zgodnie z zegarem przyjaciela). Wyszedt od
niego o godzinie c=18*%. Wchodzac do domu na swoim zegarze odczytat godzine d=16%. Jego
domowy zegar nalezy nastawi¢ na godzine

18% + %(z@— 139 = 18% + 02 =19%

Rzeczywiscie, droga od przyjaciela do domu zajmuje 20 minut. Wobec tego w domy éw pan
powinien by¢ o godzinie 19%.

Problem 18 (Grzybobranie)

Dziadek wraz z czterema wnukami wybrali sie na grzyby. Po jakims$ czasie spotkali sie
w umowionym miejscu i okazato sie, ze dziadek znalazt 45 grzybéw, wnukowie nie znalezli
zadnego. Dziadek rozdzielit znalezione grzyby miedzy czterech wnukdw i ponownie wszyscy
poszli w las. Po grzybobraniu okazato sie, ze pierwszy z chtopcdw znalazt jeszcze 2 grzyby.
Drugi chtopiec zgubit 2 grzyby. Trzeci z chtopcdw znalazt jeszcze drugie tyle grzybow, co dat
mu dziadek a czwarty chtopiec potowe grzybdw otrzymanych od dziadka zgubit i sam nic nie
znalazt. Kiedy chtopcy zliczyli w domu swoje grzyby okazato sie, ze kazdy ma po réwno. lle
grzybow otrzymali od dziadka?

Rozwigzanie

tatwo zauwazy¢, ze najmniej grzybow dostat od dziadka trzeci chtopiec, poniewaz dopiero
kiedy znalazt ,drugie tyle” miat takg ilos¢ grzybow jak kazdy z pozostatych. Drugi chtopiec
dostat o 4 grzyby wiecej od pierwszego, poniewaz miat tyle samo co pierwszy kiedy sam
stracit 2 a tamten znalazt 2 dodatkowe. Jezeli przez x oznaczymy ilos¢ grzybow, ktore dziadek
dat pierwszemu wnukowi, to liczba grzybow przyniesionych do domu przez kazdego
z chtopcow bedzie réwna X + 2. stad wnioskujemy, ze od dziadka otrzymali:

pierwszy chtopiec  x

drugi chtopiec x+4

X+2
trzeci chtopiec 5 (znalazt drugie tyle, zeby miec te samg ilos¢ co pozostali)
czwarty chtopiec 2x + 4 (kiedy stracit potowe, miat tyle co pozostali)

Dodajgc te ilosci otrzymamy réwnanie:
2
x+(x+4)+x%+(2x+4) =45

gx:36
2

X=8



Pierwszy chtopiec dostat 8 grzybdw, drugi 12, trzeci 5 a czwarty 20.

Problem 19 (Podziat sakiewki)

Drogg szto czterech zakdw. Narzekali na swéj biedny los a pierwszy z nich méwit:

- Gdybysmy znalezli sakwe z dukatami to wzigtbym trzecig cze$é tych dukatow a reszte oddat
wam.

Drugi na to:

- Ja bym rozdzielit kazdemu po réwno.

Trzeci powiada:

Mnie by i pigta cze$é wystarczyta.

A czwarty:

Ja sie zadowole i jedng szdsta.

Wtem patrzg, a na drodze lezy sakwa. Wzieli sakwe i jej zawartos¢ postanowili podzieli¢ tak,
jak sobie planowali. Pojawit sie jednak problem. Okazato sie, ze w sakwie jest 8 ztotych
monet. Jedna 3 dukatowa, pozostate 5, 10 i 1 dukatowe. Aby podzieli¢ znalezne jak ustalili
nalezato rozmieni¢ monete 3 dukatowa. Traktem jechat konno kupiec. Zacy zwrdcili sie do
kupca z prosba o rozmienienie monety trzy dukatowej na trzy monety dukatowe. Kupiec
niestety nie mogt tego zrobié¢ ale zaproponowat zakom, ze dotozy do sakwy swojego dukata i
wtedy podzielg znalezne, jak ustalili a kupcowi podarujg sakwe. Tak tez sie stato. Kupiec
dotozyt dukata, podzielit znalezne a sam odjechat z sakwa. Kiedy Zacy sprawdzili swoje
pienigzki okazato sie, ze brakuje monety 3 dukatowej. A to oszust, skradt nam 3 dukaty
wykrzykneli. Jak przeliczyli doktadnie pienigdze okazato sie, ze kazdy z nich ma wiecej niz
spodziewat sie dostac. Jak to mozliwe i ile dukatéw byto w sakwie?

Rozwigzanie
Okazuje sie, ze zacy maja problem z utamkami. Po dodaniu wszystkich czesci planowanego
podziatu zawartosci sakiewki otrzymamy:

1 1 20 15 12 10 57
+g+g_—+ =

= =
60 60 60 60 60

1 1
_+_
3 4

1
Do ,petnej sakiewki” brakuje wiec 6_92) :2—0. T3 czescig zaopiekowat sie kupiec, zabierajac

monete 3 dukatowa. Stad wniosek, ze dzielono 20-3 =60 dukatéw, a poniewaz kupiec do
znaleznego dotozyt swojego dukata, zacy znalezli 59 dukatéw.

Po podziale pierwszy z zakéw wzigt trzecig cze$¢ z 60, czyli 20 dukatéw (spodziewat sie

%-59219% dukata). Drugi zak dostat po podziale 15 dukatow (spodziewat sie

%-59 :14%dukata). Trzeci zak dostat po podziale 12 dukatéw (spodziewat sie %-59 zlli

5
dukata). Ostatni zak po podziale dostat 10 dukatéw (spodziewat sie %-56:9% dukata).

Kupiec miat za co dziekowac bo na podziale zarobit 2 dukaty (dotozyt 1 wziat 3).



Pozostajg do ustalenia nominaty monet, ktére wzieli zacy. Znaleziono 8 monet z czego jedna
byta 3 dukatowa, pozostate 10, 5 i 1 dukatowe. Kupiec wzigt monete 3 dukatowa a na jej
miejsce dat monete 1 dukatowa. Dzielono wiec 8 monet 10, 5i 1 dukatowych. tatwo ustali¢,
ze podziat wygladat tak:

zak kwota/nominaty monet

I 20=10+10 2

I 15=10+5 2

11l 12 =10+1+1 3

VI 10=10 1
Razem 57

10





